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Toute forme mode´re´ment ramifie´e d’un
polydisque ouvert est triviale
Antoine Ducros
Abstract. Let k be a complete, non-Archimedean field and let X be a k-analytic
space. Assume that there exists a finite, tamely ramified extension L of k such that
XL is isomorphic to an open polydisc over L ; we prove that X is itself isomorphic to
an open polydisc over k. The proof consists in using the graded reduction (a notion
which is due to Temkin) of the algebra of functions on X, together with some graded
counterparts of classical commutative algebra results : Nakayama’s lemma, going-up
theorem, basic notions about e´tale algebras, etc.
Introduction
Le but de cet article est de de´montrer le the´ore`me suivant (th. 3.5) : soit k un
corps ultrame´trique complet et soit X un espace k-analytique. Supposons qu’il
existe une extension finie, se´parable et mode´re´ment ramifie´e L de k telle que
XL soit isomorphe a` un L-polydisque ouvert de polyrayon (r1, . . . , rn) ; l’espace
X lui-meˆme est alors isomorphe a` un k-polydisque ouvert dont le polyrayon
(s1, . . . , sn) est tel que
|L∗|rN1 rN2 . . . rNn = |L∗|sN1 sN2 . . . sNn.
Notons un cas particulier important (corollaire 3.6) : si XL est isomorphe au
L-polydisque unite´ ouvert de dimension n et si L est non ramifie´e sur k, alors X
est isomorphe au k-polydisque unite´ ouvert de dimension n. Il suffit en effet pour
le voir d’appliquer le the´ore`me en supposant de surcroˆıt que |L∗| = |k∗| et que
les ri sont tous e´gaux a` 1 ; les si appartenant alors tous a` |k∗|, le k-polydisque
ouvert de polyrayon (s1, . . . , sn) est isomorphe au k-polydisque ouvert unite´,
d’ou` notre assertion.
Quelques commentaires
1) Lorsque nous parlons d’espace k-analytique, nous employons cette expres-
sion au sens de Berkovich ([1], [2]). Toutefois l’essentiel de notre preuve
est purement alge´brique, et la nature pre´cise des espaces en jeu n’y joue a`
peu pre`s aucun roˆle : tout se passe au niveau des anneaux de fonctions, qui
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sont insensibles au cadre de travail choisi (ge´ome´trie rigide, ge´ome´trie de
Berkovich, ge´ome´trie de Huber, ge´ome´trie de Raynaud....). Les proprie´te´s
spe´cifiques a` la the´orie de Berkovich n’interviennent re´ellement qu’a` deux
propos : d’une part, parce que nous autorisons la valeur absolue de k a`
eˆtre triviale (hypothe`se exclue par les autres approches) ; et d’autre part
lors d’un proble`me de descente, au cours de la preuve du the´ore`me princi-
pal : il s’agit d’e´tablir qu’un morphisme entre deux espaces sans bord 1 qui
devient un isomorphisme apre`s extension des scalaires est de´ja` un isomor-
phisme sur le corps de base, ce que nous faisons en exploitant les bonnes
proprie´te´s topologiques des espaces de Berkovich, qui facilitent grande-
ment les raisonnements locaux.
2) On peut de´montrer le corollaire 3.6 que nous e´voquons ci-dessus (cas d’un
polydisque unite´ et d’une extension non ramifie´e) ou bien a` partir de notre
the´ore`me principal, ou bien directement, en de´calquant et simplifiant la
preuve de ce dernier (cf. 3.7) ; expliquons succinctement les grandes e´tapes
du raisonnement auquel conduirait cette de´marche.
a) Soit X un espace k-analytique re´duit, soit A l’alge`bre des fonctions
analytiques sur X et soit ||.||∞ la ≪norme spectrale≫ sur X (qui peut
prendre des valeurs infinies) ; soit A61 (resp. A<1) le sous-anneau de A
forme´ des fonctions f telles que ||f ||∞ 6 1 (resp. ||f ||∞ < 1) et soit A≺1
le comple´te´ de A<1 pour la convergence uniforme sur les compacts. On
note A˜ le quotient A61/A≺1. Si X est un polydisque unite´ ouvert de
dimension n alors A˜ ≃ k˜[[τ1, . . . , τn]].
b) Si L est une extension finie se´parable et non ramifie´e de k alors pour
toute extension comple`te F de k on a F˜ ⊗k L ≃ F˜ ⊗k˜ L˜.
c) Soit X un espace k-analytique et soit L une extension finie se´parable
et non ramifie´e de k telle que XL soit isomorphe a` un L-polydisque
unite´ ouvert de dimension n ; soit A (resp. B) l’anneau des fonctions
analytiques sur X (resp. XL) ; on montre a` l’aide de b) que B˜ (qui est
isomorphe a` L˜[[τ1, . . . , τn]] en vertu de a) ) s’identifie naturellement a`
A˜ ⊗k˜ L˜.
d) A` l’aide de c) et en exploitant le fait que L˜ est une extension se´parable
de k˜, on voit facilement que l’ide´al maximal m de B˜ posse`de un syste`me
de n ge´ne´rateurs appartenant a` A˜ , que l’on peut relever en n fonctions
f1, . . . , fn dans A .
e) Les fi induisent un morphisme ϕ de X vers le polydisque unite´ ouvert
de dimension n sur k. On de´duit du fait que les f˜i engendrent m que
ϕL est un isomorphisme ; par descente, ϕ est un isomorphisme.
1. Cette assertion est vraie en ge´ne´ral, i.e. avec bords e´ventuels, mais la preuve est alors
plus de´licate ; cf. par exemple [3], th. 9.2.
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3) Nous pouvons maintenant de´crire comme suit la preuve de notre the´ore`me
principal : elle consiste grosso modo a` reprendre les e´tapes a), b), c), d), et
e) de´crites ci-dessus, mais en rajoutant l’adjectif ≪gradue´≫ un peu partout.
Plus pre´cise´ment, nous utilisons une approche, introduite par Temkin dans
[4], qui consiste a` e´tudier une alge`bre norme´e A par le biais de son alge`bre
re´siduelle gradue´e, qui est un anneau R∗+-gradue´, dont la partie de degre´
1 (attention, la graduation est multiplicative) est l’alge`bre re´siduelle clas-
sique. Le point clef sur lequel repose notre de´marche est le suivant : si k est
un corps ultrame´trique complet alors les extensions mode´re´ment ramifie´es
de k se comportent, du point de vue de la the´orie de la re´duction gradue´e,
exactement comme les extensions non ramifie´es du point de vue de la
re´duction classique ; c’est tre`s certainement, au moins dans le cas de la va-
luation discre`te, une reformulation du fait que les extensions mode´re´ment
ramifie´es de k sont pre´cise´ment celles qui s’e´tendent en un log-sche´ma fini
et log-e´tale sur Spec ko.
4) La motivation initiale de Temkin pour de´velopper sa the´orie e´tait la sui-
vante. La ge´ome´trie rigide ne conside`re que des polydisques ferme´s dont le
polyrayon est constitue´ de re´els appartenant a`
√
|k∗| (i.e. de re´els qui sont
de torsion modulo |k∗|), alors que la ge´ome´trie de Berkovich autorise tous
les polyrayons. Or de`s que le polyrayon d’un polydisque ferme´ D d’alge`bre
des fonctions A contient un re´el r ∈ R∗+−
√
|k∗|, l’alge`bre re´siduelle clas-
sique A˜ a un comportement inade´quat (par exemple, sa dimension de
Krull est strictement infe´rieure a` la dimension de D), et Temkin a re´alise´
que c’est son alge`bre re´siduelle gradue´e qui posse`de les proprie´te´s requises.
Mais pour ce qui nous inte´resse ici, a` savoir les espaces qui sont des po-
lydisques ouverts virtuels (i.e. apre`s extension finie), nous ne pouvons
utiliser la re´duction classique que dans le cas des polydisques unite´ et des
extensions non ramifie´es (cf. le point 2) ci-dessus ) : de`s que le polyrayon
(r1, . . . , rn) de notre the´ore`me principal contient au moins un re´el ri qui
n’appartient pas a` |k∗|, ou de`s que |L∗| 6= |k∗|, notre strate´gie de preuve
rend indispensable le recours au formalisme gradue´, meˆme si les ri appar-
tiennent tous a`
√
|k∗|, et bien que |L∗| soit toujours contenu dans
√
|k∗|.
5) Cet article comprend trois parties. La premie`re explique le formalisme
de l’alge`bre commutative gradue´e et e´nonce dans ce contexte un certain
nombre d’avatars de re´sultats traditionnels, pratiquement sans la moindre
preuve (certains raisonnements sont toutefois esquisse´s a` propos de la
the´orie de Galois gradue´e) : les justifier avec pre´cision reviendrait en effet
a` infliger au lecteur un long pensum sans grand inte´reˆt, consistant en une
retranscription mutatis mutandis des de´monstrations classiques.
Dans la seconde, apre`s avoir rappele´ en quoi consiste la the´orie de la
re´duction gradue´e de Temkin, nous reformulons dans ce cadre la the´orie
de la ramification mode´re´e. Les re´sultats que nous donnons concernant
cette dernie`re sont bien connus, mais en raison de leur importance pour
la suite, et du caracte`re inhabituel de la fac¸on dont nous les pre´sentons,
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nous avons choisi d’en redonner les preuves directement dans le langage
de Temkin.
Quant a` la troisie`me partie, elle est de´volue a` la de´monstration proprement
dite du the´ore`me principal, et se termine par quelques contre-exemples (3.8
et sq.) montrant que l’hypothe`se de ramification mode´re´e est indispensable
a` sa validite´, puis par une question sur la validite´ e´ventuelle de l’analogue
complexe de notre re´sultat.
1 Alge`bre commutative gradue´e
Dans tout ce chapitre, on de´signe par Γ un groupe abe´lien divisible et sans
torsion (autrement dit, un Q-espace vectoriel), que l’on note multiplicativement ;
en particulier, l’e´le´ment neutre de Γ est note´ 1.
Remarque. En pratique, Γ sera e´gal a` R∗+.
Alge`bre commutative gradue´e
Les de´finitions, conventions et notations relatives a` l’alge`bre commutative
gradue´e que nous utiliserons sont celles adopte´es par Temkin dans [4] ; mais
pour la commodite´ du lecteur, nous allons faire tous les rappels ne´cessaires.
(1.1) Un anneau gradue´ A est un anneau commutatif muni d’une de´composition
(comme groupe abe´lien) en somme directe
⊕
γ∈Γ
Aγ telle que Aγ .Aδ ⊂ Aγδ pour
tout (γ, δ) ; on dira que Aγ est l’ensemble des e´le´ments homoge`nes de degre´ δ.
Un ide´al I de A est dit homoge`ne s’il est engendre´ par des e´le´ments homoge`nes
ou, ce qui revient au meˆme, s’il est e´gal a`
⊕
(I ∩Aγ). Le quotient d’un anneau
gradue´ par un ide´al homoge`ne he´rite d’une graduation naturelle. Un morphisme
d’anneaux gradue´s A→ B est un morphisme d’anneau de A vers B qui envoie
Aγ sur Bγ pour tout γ.
(1.2) Tout anneau commutatif peut eˆtre vu comme un anneau gradue´ par
le biais de la graduation triviale, pour laquelle tout e´le´ment est homoge`ne
de degre´ 1, ce qui permet de voir l’alge`bre commutative gradue´e comme une
ge´ne´ralisation de l’alge`bre commutative classique. Le but de ce qui suit est
d’expliquer succinctement comment certaines de´finitions et the´ore`mes de cette
dernie`re s’e´tendent a` ce nouveau contexte ; nous ne donnerons pas le de´tail
des de´monstrations – elles consistent en la reprise des preuves traditionnelles,
agre´mente´es lorsqu’il convient de l’adjectif ≪homoge`ne≫ ou ≪gradue´≫ ; le lecteur
pourra en trouver certaines dans [4] et [3].
(1.2.1) Soit A un anneau gradue´. On dit qu’il est inte`gre s’il est non nul et si
le produit de deux e´le´ments homoge`nes non nuls de A est toujours non nul ; on
dit que A est re´duit si tout e´le´ment homoge`ne et nilpotent de A est nul ; on dit
que A est un corps gradue´ s’il est non nul et si tout e´le´ment homoge`ne non nul
de A est inversible.
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(1.2.2) Remarque. On prendra garde que l’anneau sous-jacent a` un corps
gradue´ n’est pas un corps en ge´ne´ral (cf. 1.4 infra) ; par contre, un anneau
gradue´ est inte`gre (resp. re´duit) au sens ci-dessus si et seulement si il est inte`gre
(resp. re´duit) comme anneau : la condition est en effet clairement suffisante, et
on voit qu’elle est ne´cessaire en munissant le Q-espace vectoriel Γ d’un ordre
quelconque compatible avec sa loi de groupe, qui permet de conside´rer les termes
de plus haut degre´ des expressions qu’on manipule.
(1.2.3) Un ide´al homoge`ne I d’un anneau gradue´ A est dit premier (resp.
maximal) s’il est diffe´rent de A et si l’on a
ab ∈ I ⇒ a ∈ I ou b ∈ I
pour tout couple (a, b) d’e´le´ments homoge`nes de A (resp. et s’il est maximal
parmi les ide´aux homoge`nes stricts de A). L’ide´al I est premier (resp. maximal)
si et seulement si l’anneau gradue´ A/I est inte`gre (resp. est un corps gradue´).
Tout anneau gradue´ non nul admet un ide´al homoge`ne maximal.
La remarque 1.2.2 ci-dessus se de´cline dans ce contexte : un ide´al homoge`ne
de A est premier si et seulement si il est premier comme ide´al ; il peut par contre
eˆtre maximal en tant qu’ide´al homoge`ne, sans l’eˆtre en tant qu’ide´al tout court.
(1.2.4) Un e´le´ment homoge`ne d’un anneau gradue´ inte`gre est dit irre´ductible
s’il est non inversible et s’il ne peut s’e´crire comme produit non trivial de deux
e´le´ments homoge`nes (on ve´rifie comme au 1.2.2 qu’il ne peut dans ce cas pas
non plus s’e´crire comme produit non trivial de deux e´le´ments quelconques).
Un anneau gradue´ A est dit principal s’il est inte`gre et si tout ide´al homoge`ne
I de A est de la forme (a) pour un certain e´le´ment homoge`ne a de A (qui est
alors uniquement de´termine´ a` un inversible pre`s). Dans un anneau gradue´ prin-
cipal tout e´le´ment homoge`ne non nul s’e´crit de manie`re unique comme produit
d’e´le´ments homoge`nes irre´ductibles, les notions de PGCD et PPCM de deux
e´le´ments homoge`nes sont bien de´finies, les ide´aux homoge`nes premiers non nuls
sont maximaux, un e´le´ment homoge`ne non nul est irre´ductible si et seulement
si l’ide´al homoge`ne qu’il engendre est premier, etc.
(1.3) Soit A un anneau gradue´ et soit (r1, . . . , rn) ∈ Γn. On note
A[r−11 T1, . . . , r
−1
n Tn]
(en omettant e´ventuellement les ri e´gaux a` 1) l’anneau gradue´ dont l’anneau
sous-jacent est A[T1, . . . , Tn], et dont le groupe des e´le´ments homoge`nes de degre´
s est forme´, pour s fixe´, des polynoˆmes de la forme
∑
aIT
I avec aI homoge`ne
de degre´ sr−I pour tout I.
Par abus, on notera A[[τ1, . . . , τr]] l’anneau gradue´
⊕
s
As[[τ1, . . . , τr]]
ou` As de´signe pour tout s l’ensemble des e´le´ments de A de degre´ s.
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(1.4) Soit k un corps gradue´ (e.g. un vrai corps muni de la graduation triviale),
et soit r ∈ Γ tel que kγ = {0} pour tout γ ∈ rZ. L’anneau gradue´
k[r−1T, rT−1] := k[r−1T, rS]/(TS − 1)
est un corps gradue´ qui n’est jamais un corps (au sens usuel) : par exemple,
l’e´le´ment 1 + T n’y est pas inversible.
(1.5) Si k est un corps gradue´ et si γ ∈ Γ l’anneau gradue´ k[T/γ] est principal.
Si P est un e´le´ment homoge`ne de k[T/γ] son degre´ de´signera son degre´ relatif a`
la graduation de k[T/γ] ; lorsqu’on voudra e´voquer son degre´ au sens usuel pour
un polynoˆme, on parlera de degre´ monomial.
Si P est un e´le´ment homoge`ne et unitaire de k[T/γ] et si n de´signe le degre´
monomial de P alors le degre´ de P est e´gal a` γn.
Si P est un e´le´ment homoge`ne de k[T/γ] une racine de P dans k est un
e´le´ment x de k homoge`ne de degre´ γ tel que P (x) = 0. Un e´le´ment x de k
homoge`ne de degre´ γ est racine de P si et seulement si T − x divise P . Si P
est non nul et si n de´signe son degre´ monomial, il a au plus n racines dans k
(compte´es avec multiplicite´) ; il en a exactement n si et seulement si il s’e´crit
sous la forme a
∏
(T − xi) ou` a et les xi sont des e´le´ments homoge`nes de k, les
xi e´tant de surcroˆıt tous de degre´ γ. On dit alors que P est scinde´ dans k.
(1.6) Soit A un anneau gradue´. Une A-alge`bre gradue´e est un anneau gradue´
B muni d’un morphisme A → B d’anneaux gradue´s. Si A est un corps gradue´
et si B est une A-alge`bre gradue´e non nulle alors A → B est injective ; si de
plus B est un corps gradue´, on dit que c’est une extension gradue´e de A.
(1.7) Modules et espaces vectoriels gradue´s. Soit A un anneau gradue´. Un A-
module gradue´ est un A-module (classique) M muni d’une de´composition en
somme directe
⊕
γ∈Γ
Mγ telle que Aγ .Mδ ⊂ Mγδ pour tout (γ, δ) ; on dispose
d’une notion e´vidente d’application line´aire gradue´e de degre´ donne´ δ entre
deux A-modules gradue´s, de sous-module gradue´, de somme directe de modules
gradue´s, de produit tensoriel de modules gradue´s, etc.
Si γ ∈ Γ on note A(γ) le A-module gradue´ dont le A-module sous-jacent
est A et dont la graduation est telle que A(δ)γ = Aγδ pour tout δ. Si M est
un A-module gradue´ et si (mi) est une famille d’e´le´ments homoge`nes de M de
degre´s respectifs γi, il existe une unique application line´aire gradue´e et de degre´
1 de
⊕
A(γ−1i ) dans M qui envoie 1i sur mi pour tout i ; on dit que la famille
(mi) est libre (resp. ge´ne´ratrice, resp. une base) si cette application est injective
(resp. surjective, resp. bijective). Un A-module est dit de type fini s’il admet
une famille ge´ne´ratrice finie.
Si k est un corps gradue´, on parlera de k-espace vectoriel gradue´ plutoˆt que
de k-module gradue´. Si M est un k-espace vectoriel gradue´, il posse`de une base,
et toutes ses bases ont meˆme cardinal ; ce dernier est appele´ la dimension de M .
(1.8) Si A est un anneau gradue´, si B est une A-alge`bre gradue´e, et siM est un
B-module gradue´ une A-de´rivation de B dans M est une application A-line´aire
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gradue´e d : B → M de degre´ 1 telle que da = 0 pour tout e´le´ment homoge`ne
a ∈ A et
d(bb′) = b db′ + b′db
pour tout couple (b, b′) d’e´le´ments homoge`nes de B. La cate´gorie des B-modules
munis d’une A-de´rivation de sourceB admet un objet initial que l’on note ΩB/A ;
c’est le module gradue´ des diffe´rentielles de B sur A.
(1.9) Un anneau gradue´ A est dit local s’il posse`de un et un seul ide´al homoge`ne
maximal. On dispose d’une variante gradue´e du lemme de Nakayama : si A est
un anneau local gradue´ d’ide´al maximal m et si le A-module gradue´ m est de
type fini, une famille finie (mi) d’e´le´ments homoge`nes de m engendre m si et
seulement si les classes des mi engendrent le k-espace vectoriel gradue´ m/m
2,
ou` k = A/m. Le cardinal minimal d’une famille ge´ne´ratrice de m est donc e´gal
a` la dimension de m/m2.
(1.10) Soit A un anneau gradue´ et soit B une A-alge`bre gradue´e. Si b est un
e´le´ment de B homoge`ne de degre´ γ, on dit que b est entier sur A s’il existe un
entier n et un e´le´ment P ∈ A[T/γ]γn unitaire et de degre´ monomial e´gal a` n
tel que P (b) = 0 ; il revient au meˆme (via par exemple un avatar gradue´ du
the´ore`me de Cayley-Hamilton) de demander que b vive dans une sous-A-alge`bre
gradue´e de B qui soit de type fini comme A-module gradue´. L’ensemble des
e´le´ments homoge`nes de B entiers sur A est l’ensemble des e´le´ments homoge`nes
d’une sous-A-alge`bre gradue´e de B que l’on appelle la fermeture inte´grale de A
dans B.
Soit A un anneau gradue´ et soit B une A-alge`bre gradue´e que l’on suppose
entie`re (i.e. constitue´e d’e´le´ments entiers), soit p un ide´al premier homoge`ne
de A et soit q un ide´al premier homoge`ne de B tel que q ∩ A = p. Sous ces
hypothe`ses :
1) p est maximal si et seulement si q est maximal ;
2) si p′ est un ide´al premier de A contenant p, il existe un ide´al premier q′
de B contenant q tel que q′ ∩B = p′ (c’est le going-up gradue´).
La the´orie de Galois gradue´e
(1.11) Soit k un corps gradue´ et soit L une extension de k. Un e´le´ment ho-
moge`ne x de L est dit alge´brique sur k s’il est entier sur k (au sens de 1.10). Si
x est de plus non nul et si γ de´signe son degre´, l’unique ge´ne´rateur homoge`ne
et unitaire de l’annulateur de x dans k[T/γ] est appele´ le polynoˆme minimal de
x sur k ; il est irre´ductible ; son degre´ monomial est simplement appele´ le degre´
de x sur k.
Une extension gradue´e L de k est dite alge´brique si tous les e´le´ments ho-
moge`nes de L sont alge´briques sur k. Si L est une extension gradue´e alge´brique
de k, le groupe des k-automorphismes de L sera note´ Gal(L/k).
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Remarque. Nous n’avons pas de´fini le polynoˆme minimal de 0 pour la raison
suivante : ce dernier devrait eˆtre e´gal a` T , mais pourrait eˆtre vu comme appar-
tenant a` k[T/γ] pour n’importe quel γ ; c’est cette ambigu¨ıte´ qui nous a conduit
a` ne pas le conside´rer.
(1.12) Soit k un corps gradue´ et soit γ ∈ Γ. Si P est un e´le´ment homoge`ne
et irre´ductible de k[T/γ] un corps de rupture de P est une extension gradue´e L
de k engendre´e par une racine de P ; si P est un e´le´ment homoge`ne non nul de
k[T/γ], un corps de de´composition de P est une extension gradue´e L de k dans
laquelle P est scinde´e, et qui est engendre´e par les racines de P .
Si P est un e´le´ment homoge`ne et irre´ductible de k[T/γ], il admet un corps
de rupture, a` savoir k[T/γ]/P ; on en de´duit que si P est un e´le´ment homoge`ne
non nul de k[T/γ], il admet un corps de de´composition. Combine´ avec un rai-
sonnement fonde´ sur le lemme de Zorn, ceci entraˆıne l’existence d’une cloˆture
alge´brique gradue´e de k, c’est-a`-dire d’une extension alge´brique gradue´e L de k
telle que pour tout γ ∈ Γ, tout e´le´ment homoge`ne et non nul P de L[T/γ] soit
scinde´ dans L.
(1.13) Soit k un corps gradue´, soit A une k-alge`bre gradue´e et soit L une ex-
tension gradue´e de k. Si ϕ1, . . . , ϕn sont des morphismes deux a` deux distincts
de A dans L, ils forment une famille libre dans l’ensemble des applications k-
line´aires gradue´es (de degre´ quelconque) de A dans L (c’est la variante gradue´e
du lemme d’inde´pendance des caracte`res de Dedekind). On en de´duit, en appli-
quant ce lemme sur le corps gradue´ L a` la famille des application ψi : L⊗kA→ L
induites par les ϕi, que si A est de dimension finie d sur k, il existe au plus d
morphismes de A dans L.
(1.13.1) En particulier, si F est une extension gradue´e finie de k l’ensemble
des k-plongements de F dans L est fini, de cardinal majore´ par [F : k].
(1.13.2) Supposons de plus que F soit un corps de de´composition d’un e´le´ment
homoge`ne P non nul de k[T/γ] pour un certain γ. Dans ce cas, si P est scinde´
(resp. scinde´ a` racines simples) dans L il y a au moins un (resp. exactement
[F : k]) plongement(s) de F dans L. Cela peut se de´montrer par re´currence
sur [F : k], le point clef e´tant que si Q est un e´le´ment homoge`ne irre´ductible
de k[T/γ] alors T 7→ ϕ(T ) e´tablit une bijection entre Homk(k[T/γ]/Q,L) et
l’ensemble des racines de Q dans L.
(1.13.3) Il s’ensuit que deux corps de de´composition d’un meˆme e´le´ment ho-
moge`ne P de k[T/γ] sont isomorphes ; on en de´duit, a` l’aide du lemme de Zorn,
que deux cloˆtures alge´briques gradue´es de k sont isomorphes.
(1.14) Alge`bres e´tales gradue´es. Soit k un corps gradue´ et soit k une cloˆture
alge´brique gradue´e de k.
(1.14.1) Si γ ∈ Γ, un e´le´ment homoge`ne non nul P ∈ k[T/γ] est dit se´parable
s’il est premier a` son polynoˆme de´rive´ P ′ (qui est homoge`ne de degre´ δ/γ si
P est homoge`ne de degre´ δ) ; il revient au meˆme de demander que les racines
de P dans k soient toutes simples, ou encore que k[T/γ]/P soit re´duit. Si P
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est irre´ductible, il est se´parable si et seulement si P ′ 6= 0 ; en ge´ne´ral, P est
se´parable si et seulement si il n’a que des facteurs irre´ductibles simples, et si
chacun d’eux est se´parable.
Soit L une extension gradue´e alge´brique de k. Soit x un e´le´ment homoge`ne
de L. On dit que x est se´parable sur k s’il existe γ ∈ Γ et un e´le´ment homoge`ne
et se´parable P de k[T/γ] dont x est une racine ; lorsque x 6= 0, cela revient a`
demander que son polynoˆme minimal soit se´parable.
Si tous les e´le´ments homoge`nes de L sont se´parables sur k, on dit que L
elle-meˆme est se´parable sur k.
(1.14.2) Si A est une k-alge`bre gradue´e finie (i.e. de dimension finie sur k),
elle est isomorphe a` un produit fini de k-alge`bres gradue´es locales artiniennes
(i.e. dont l’ide´al homoge`ne maximal est constitue´ d’e´le´ments nilpotents). Si A
est locale, si m de´signe son ide´al homoge`ne maximal et si A/m = k alors ΩA/k
s’identifie au dual gradue´ de m/m2.
(1.14.3) On en de´duit a` l’aide du lemme de Nakayama gradue´ que pour une
k-alge`bre gradue´e finie locale (resp. gradue´e finie quelconque) A les assertions
suivantes sont e´quivalentes :
1) A est re´duite ;
2) A est e´gale a` k (resp. est le produit d’un nombre fini de copies de k) ;
3) ΩA/k = 0.
(1.14.4) Si A est une k-alge`bre gradue´e finie, on dit que A est e´tale si ΩA/k = 0.
Par ce qui pre´ce`de, il revient au meˆme de demander que k⊗k A soit re´duite, ou
encore que k ⊗k A soit un produit fini de copies de k.
Indiquons quelques proprie´te´s qui re´sultent imme´diatement de la de´finition.
Si A est une k-alge`bre gradue´e e´tale alors elle est re´duite (puisqu’elle se
plonge dans k ⊗k A) et est donc un produit de corps.
Si A et B sont deux k-alge`bres gradue´es finies alors A × B est e´tale si et
seulement si A et B sont e´tales.
Si A est une k-alge`bre gradue´e e´tale et si B est une sous-alge`bre gradue´e de
A alors B est e´tale : cela re´sulte du fait que k ⊗k B est alors une sous-alge`bre
gradue´e de k ⊗k B, et est en particulier re´duite.
(1.14.5) Il re´sulte de ce qui pre´ce`de qu’une k-alge`bre gradue´e finie est e´tale si
et seulement si elle s’e´crit comme un produit d’extensions gradue´es finies de k
qui sont e´tales. Pour comprendre ce que sont les k-alge`bres gradue´es e´tales, il
suffit donc de comprendre a` quelle condition une extension gradue´e finie L de k
est e´tale. Soit donc L une extension gradue´e finie de k.
Supposons que L soit e´tale, soit x un e´le´ment homoge`ne non nul de L dont
on note γ le degre´ et soit P son polynoˆme minimal. En tant que sous-alge`bre
gradue´e de L, la k-alge`bre gradue´e k[x] ≃ k[T/γ]/P est e´tale, c’est-a`-dire qu’elle
reste re´duite apre`s extension des scalaires a` k ; par conse´quent, P est se´parable ;
on en conclut que L est se´parable.
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Re´ciproquement, soit L une extension gradue´e finie de k engendre´e comme
k-alge`bre gradue´e par une famille finie (x1, . . . , xn) d’e´le´ments homoge`nes que
l’on suppose se´parables sur k ; quitte a` e´liminer les xi e´gaux a` 0, on peut faire
l’hypothe`se qu’ils sont tous non nuls. Pour tout i, notons Pi le polynoˆme minimal
de xi. Comme xi est se´parable, P
′
i est premier a` Pi et P
′
i (xi) est donc non nul ;
l’e´galite´ Pi(xi) = 0 entraˆıne que P
′
i (xi)dxi = 0 et donc que dxi = 0 ; ceci valant
pour tout i, on a ΩL/k = 0, et L est e´tale.
Ainsi, une k-alge`bre gradue´e finie est e´tale si et seulement si elle s’e´crit
comme un produit fini d’extensions gradue´es se´parables de k. Et pour qu’une
extension gradue´e finie L de k soit se´parable, il suffit qu’elle soit engendre´e par
une famille finie d’e´le´ments se´parables.
(1.14.6) E´nonc¸ons maintenant quelques conse´quences de ce qui pre´ce`de. Si L
est une extension gradue´e finie se´parable de k et si F est une extension gradue´e
finie se´parable de L alors F est une extension gradue´e finie se´parable de k.
Si L est une extension gradue´e quelconque de k, l’ensemble des e´le´ments
homoge`nes de L qui sont se´parables sur k est l’ensemble des e´le´ments homoge`nes
d’une extension gradue´e alge´brique de k appele´e fermeture se´parable de k dans
L ; celle-ci ne posse`de aucune extension se´parable stricte dans L.
Si L est une extension alge´brique de k, la fermeture se´parable de k dans L
est re´duite a` k si et seulement si L est une extension radicielle de k, c’est-a`-dire
si et seulement si le polynoˆme minimal de tout e´le´ment homoge`ne non nul de L
est de la forme T p
n − a ou` a est un e´le´ment homoge`ne non nul de k et ou` p est
l’exposant caracte´ristique de k.
La fermeture se´parable ks de k dans k est une extension gradue´e se´parable
de k n’admettant aucune extension gradue´e finie se´parable stricte. Une telle
extension est appele´e une cloˆture se´parable de k ; deux cloˆtures se´parables de k
sont isomorphes.
(1.15) Soit L une extension gradue´e de k et soit G un groupe fini d’automor-
phismes de L ; supposons que LG = k. Soit x un e´le´ment homoge`ne non nul de L
et soit γ son degre´. Soit P l’e´le´ment
∏
y∈G.x
(T−y) de L[T/γ], qui est homoge`ne de
degre´ γ♯G.x. Le polynoˆme P est invariant sous G et appartient donc a` k[T/γ] ; il
est scinde´ a` racines simples dans L et annule x ; par conse´quent, x est se´parable
sur k, et G.x engendre une sous-extension gradue´e de L finie et se´parable sur k
qui est stable sous G.
Ainsi, L est re´union de ses sous-extensions gradue´es finies et se´parables sur
k stables sous G. Soit F l’une d’elle et soit n sa dimension sur k. Le groupe G
agit sur k⊗k F ≃ kn ; il de´coule de l’e´galite´ LG = k que l’ensemble des e´le´ments
de k ⊗k F ≃ kn invariants sous G est la diagonale k.(1, . . . , 1).
Par ailleurs, le groupe des automorphismes de la k-alge`bre gradue´e k
n
s’iden-
tifie a` Sn, agissant par permutation des facteurs : cela re´sulte (par exemple) du
fait que les e´le´ments de la forme (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) de k
n
sont ses idempotents
homoge`nes non nuls minimaux, et sont donc permute´s par tout automorphisme.
Comme la sous-alge`bre de k
n
forme´e des e´le´ments invariants sous G est e´gale a`
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la diagonale, G agit transitivement sur {1, . . . , n}, ce qui oblige n a` eˆtre infe´rieur
ou e´gal au cardinal de G ; ainsi, [F : k] 6 ♯G.
Par conse´quent, L est une extension gradue´e finie se´parable de k, et l’on a
la majoration [L : k] 6 ♯G. Comme par ailleurs G se plonge dans le groupe des
k-automorphismes de L, lequel a un cardinal borne´ par [L : k], on en de´duit que
[L : k] = ♯G et que G est e´gal au groupe des k-automorphismes de L.
(1.16) Les ingre´dients sont de´sormais re´unis pour disposer d’une the´orie de
Galois gradue´e, qui se de´duit formellement de tout ce qui pre´ce`de. Nous allons
en donner une formulation classique, et une plus cate´gorique, fide`le au point de
vue de Grothendieck.
(1.16.1) La formulation classique. Soit k un corps gradue´ et soit L une exten-
sion gradue´e de k. Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
i) il existe un groupe fini G d’automorphismes de L tel que k = LG ;
ii) l’extension gradue´e L/k est finie, se´parable, et normale (ce qui signifie
que si x est un e´le´ment homoge`ne non nul de L, son polynoˆme minimal P est
scinde´ dans L) ;
iii) il existe γ ∈ Γ et un e´le´ment homoge`ne, non nul et se´parable P ∈ k[T/γ]
tel que L soit un corps de de´composition de P sur k.
De plus si i) est vraie alors G = Gal(L/k) et [L : k] = ♯G, et si ii) ou iii) est
vraie alors k = LGal(L/k).
Lorsqu’une extension gradue´e L de k satisfait ces conditions e´quivalentes,
on dit qu’elle est finie galoisienne. Si L est une extension gradue´e finie galoi-
sienne de k, on dispose sur L de la correspondance de Galois : les applications
H 7→ LH et F 7→ Gal(L/F ) e´tablissent une bijection de´croissante entre l’en-
semble des sous-groupes de Gal(L/k) et celui des sous-extensions gradue´es de
L/k. Si H est un sous-groupe de Gal(L/k) et si F est la sous-extension qui lui
correspond alors F est une extension galoisienne de k si et seulement si H est
un sous-groupe distingue´ de Gal(L/k), ce qui revient a` demander que F soit
stable sous Gal(L/k) ; si c’est le cas, la restriction des automorphismes induit
un isomorphisme Gal(L/k)/H ≃ Gal(F/k).
(1.16.2) La formulation cate´gorique. Soit G le groupe Gal(ks/k) ; c’est un
groupe profini qui co¨ıncide avec Gal (k/k) (cela provient du fait qu’une ex-
tension gradue´e radicielle n’a pas d’automorphismes non triviaux).
Le foncteur A 7→ Homk(A, ks) e´tablit une e´quivalence entre la cate´gorie
des k-alge`bres gradue´es e´tales et celle des G-ensembles discrets finis (un G-
ensemble discret est un ensemble muni d’une action continue de G pour laquelle
les stabilisateurs sont ouverts).
(1.17) Remarque. Ainsi, la the´orie de Galois classique survit a` peu pre`s mot
pour mot dans le contexte gradue´. Mentionnons toutefois un the´ore`me qui n’est
plus vrai : celui de l’e´le´ment primitif ; nous allons en effet construire un contre-
exemple a` celui-ci.
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Soit k0 un vrai corps, que l’on gradue trivialement, et supposons donne´e
une famille libre (γ, δ) du Q-espace vectoriel Γ. De´signons par k le corps gradue´
k0[T/γ, γT
−1, S/δ, δS−1]. Soit n un entier strictement supe´rieur a` 1 et inversible
dans k0, et soit L l’alge`bre gradue´e k[U/γ
1/n, V/δ1/n]/(Un − T, V n − S).
On ve´rifie aise´ment que L est une extension gradue´e finie et se´parable de
degre´ n2 de k. Soit x un e´le´ment homoge`ne de L ; il est de la forme aUmV m
′
ou`
a est un e´le´ment homoge`ne de k ; par conse´quent, xn ∈ k et x ne peut engendrer
L qui est de degre´ n2 sur k.
2 Re´duction gradue´e et the´orie de la ramifica-
tion mode´re´e
On de´signe maintenant par Γ un groupe abe´lien divisible, sans torsion et or-
donne´, toujours note´ multiplicativement. On lui adjoint un e´le´ment 0 absorbant
pour la multiplication. En pratique, Γ sera e´gal a` R∗+.
On fixe un corps k muni d’une valeur absolue ultrame´trique |.| prenant ses
valeurs dans Γ∪ {0}, c’est-a`-dire une application |.| : k → Γ∪ {0} posse´dant les
proprie´te´s suivantes :
• |x| = 0 ⇐⇒ x = 0 ;
• |1| = 1 ;
• |ab| = |a|.|b| pour tout (a, b) ;
• |a+ b| 6 max(|a|, |b|) pour tout (a, b).
On ve´rifie aussitoˆt que |a+ b| = max(|a|, |b|) de`s que |a| et |b| diffe`rent.
(2.1) Si A est une k-alge`bre, une semi-norme sur A est une application ||.||
de A dans Γ ∪ {0} telle que ||a + b|| 6 max(||a||, ||b||) pour tout (a, b) et telle
que ||λa|| = |λ|.||a|| pour tout λ ∈ k et tout a ∈ A ; la` encore, on a ||a + b|| =
max(||a||, ||b||) de`s que ||a|| et ||b|| diffe`rent. Si de plus ||a|| = 0 ⇐⇒ a = 0, on
dira que ||.|| est une norme.
(2.2) Soit A une k-alge`bre munie d’une semi-norme ||.||. Pour tout r ∈ Γ, on
note A6r (resp. A<r) le sous-groupe de A forme´ des e´le´ments a tels que ||a|| 6 r
(resp. ||a|| < r).
On de´signe par A˜ la re´duction gradue´e de A au sens de Temkin, c’est-a`-dire
l’alge`bre Γ-gradue´e
⊕
r∈Γ
A6rA<r. Si a ∈ A et si r est un e´le´ment de Γ tel que
||a|| 6 r, on notera a˜r l’image de a dans A˜r ; si r = ||a||, on e´crira simplement
a˜ ; si ||a|| = 0, on pose a˜ = 0.
Remarquons que A˜1 n’est autre que la re´duction classique de A.
Lorsqu’on applique cette construction a` A = k, l’anneau gradue´ k˜ obtenu
est un corps gradue´, appele´ corps gradue´ re´siduel de k ; le corps re´siduel de k
au sens classique est e´gal a` k˜1. On de´signe par p l’exposant caracte´ristique de k˜
(qui est e´gal a` celui de k˜1).
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(2.3) Lemme. Soit (ai) une famille d’e´le´ments de A. Les propositions suivantes
sont e´quivalentes :
i) (a˜i) est une famille libre du k˜-espace vectoriel gradue´ A˜ ;
ii) Les normes des ai sont toutes non nulles, et ||
∑
λiai|| = max |λi|.||ai||
pour toute famille (λi) d’e´le´ments de k. 
(2.4) Corollaire. On a l’ine´galite´ dimk˜ A˜ 6 dimk A.
De´monstration. Cela re´sulte du fait que toute famille d’e´le´ments de A qui
ve´rifie ii) est libre. 
Corps re´siduels gradue´s et the´orie de Galois
On suppose maintenant que le corps value´ k est hense´lien, dans le sens
suivant : pour toute extension finie L de k, il existe une unique valeur absolue
sur L a` valeurs dans Γ∪{0} et qui prolonge celle de k. Si L est une extension finie
de k, on la conside`rera implicitement comme munie de l’unique prolongement
de |.|, que l’on notera encore |.|.
Commenc¸ons par e´tablir diffe´rentes variantes gradue´es du lemme de Hensel.
(2.5) Soit P = Xn +
∑
i6n−1 aiX
i un polynoˆme unitaire a` coefficients dans
k ; soit L un corps de de´composition de P . Posons ρ(P ) = max |ai|1/n−i. Un
calcul imme´diat montre que si x ∈ L est tel que |x| > ρ(P ), alors |x|n > |ai|.|x|i
pour tout i 6 n − 1 ; en conse´quence, x ne peut eˆtre racine de P . Par ailleurs,
si ρ(P ) majorait strictement en valeur absolue toutes les racines de P dans
L, l’expression des ai en fonction de ces dernie`res fournirait l’ine´galite´ absurde
max |ai|1/n−i < ρ(P ) ; il en de´coule que ρ(P ) co¨ıncide avec le maximum des
valeurs absolues des racines de P dans L. Si Q divise P , alors ρ(Q) 6 ρ(P ).
Pour tout r ∈ Γ majorant ρ(P ), on notera P˜r le polynoˆme Xn+
∑
a˜i,rn−iX
i
a` coefficients dans k˜ ; c’est un e´le´ment de k˜[X/r] homoge`ne de degre´ rn. Si P
s’e´crit RS avec R et S unitaires, on a a alors P˜r = R˜rS˜r ; en particulier, si l’on
e´crit P =
∏
(X−xi) dans L, alors P˜r =
∏
(X− x˜i,r). On en de´duit que r > ρ(P )
si et seulement si P˜r = X
n.
Si ρ(P ) > 0 (autrement dit si P n’est pas une puissance de X), on e´crira
simplement P˜ au lieu de P˜ρ(P ).
Si r ∈ Γ et si R est un e´le´ment unitaire et homoge`ne de k˜[X/r], on appellera
rele`vement admissible de R tout polynoˆme unitaire R appartenant a` k[X ], tel
que ρ(R) 6 r et tel que R˜r = R ; l’existence d’un tel rele`vement est imme´diate.
(2.6) Lemme. Soit P un polynoˆme unitaire a` coefficients dans k et soit r un
e´le´ment de Γ supe´rieur ou e´gal a` ρ(P ). Supposons que P˜r admet une factorisa-
tion P˜ = RS, ou` R et S sont des e´le´ments homoge`nes, unitaires, non constants
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et premiers entre eux de k˜[X/r] ; sous cette hypothe`se ρ(P ) = r et P n’est pas
irre´ductible sur k.
De´monstration. Comme R et S sont premiers entre eux, P˜r est diffe´rent de
Xn et l’on a donc ρ(P ) = r. Il reste a` montrer que P n’est pas irre´ductible ; on
raisonne par l’absurde en supposant qu’il l’est.
Soit L un corps de de´composition de P ; e´crivons P =
∏
(X − xi) dans L.
Puisque
∏
(X − x˜i,r) = RS, il existe deux indices i et j distincts tels que x˜i,r
(resp. x˜j,r) soit une racine de R (resp. de S) ; comme R et S sont premiers entre
eux, x˜j,r n’annule pas R.
Soit R un releve´ admissible de R. Si m de´signe de degre´ de R en X , alors
|R(xi)| < rm puisque R(x˜i,r) = 0.
Soit g un k-automorphisme de L envoyant xi sur xj ; on a ne´cessairement
|R(xj)| = |g(R(xi))| = |R(xi)| < rm, ce qui est contradictoire avec le fait que
R(x˜j,r) 6= 0. 
(2.7) Lemme. Soit P un polynoˆme unitaire a` coefficients dans k et soit r un
e´le´ment de Γ majorant ρ(P ). Supposons que P˜r s’e´crit
∏
Pi, ou` les Pi sont des
e´le´ments homoge`nes, unitaires, non constants et deux a` deux premiers entre eux
de k˜[X/r]. Le polynoˆme P admet alors une factorisation P =
∏
Pi ou` chaque
Pi est unitaire et tel que P˜i,r = Pi.
De´monstration. On raisonne par re´currence sur le degre´ de P . S’il est nul
le re´sultat est trivial ; on suppose donc que deg P > 0 et que le re´sultat a e´te´
prouve´ en degre´s strictement infe´rieurs a` deg P . Si le nombre de facteurs Pi est
e´gal a` 1, il n’y a rien a` de´montrer ; sinon, il re´sulte du lemme 2.6 que P n’est pas
irre´ductible ; e´crivons alors P = QR, ou` Q et R sont unitaires et non constants ;
notons que P˜r = Q˜rR˜r.
Pour tout i notons Qi (resp. Ri) le PGCD unitaire de Q˜ (resp. R˜) et Pi. Les
Qi (resp. Ri) sont homoge`nes, unitaires et deux a` deux premiers entre eux ; on
a Q˜r =
∏
Qi, R˜r =
∏
Ri et QiRi = Pi pour tout i. Comme R et Q sont tous
deux de degre´ strictement infe´rieur a` deg P , l’on peut leur appliquer l’hypothe`se
de re´currence ; on peut donc e´crire Q =
∏
Qi et R =
∏
Ri ou` Qi (resp. Ri) est
pour tout i un polynoˆme unitaire tel que Q˜i = Qi (resp. R˜i = Ri). La famille
des polynoˆmes Pi := QiRi convient alors. 
(2.8) Corollaire (lemme de Hensel gradue´). Soit P un polynoˆme unitaire
a` coefficients dans k et soit r un e´le´ment de Γ majorant ρ(P ). Si P˜r admet une
racine simple λ dans k˜r, il existe alors une et une seule racine l de P dans k
telle que l˜r = λ. 
(2.9) Proposition. Soit L une extension finie de k ; posons e = [|L∗| : |k∗|] et
f = [L˜1 : k˜1]. On a alors [L : k] > [L˜ : k˜] = ef . De plus, les conditions suivantes
sont e´quivalentes :
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i) L˜ est une extension se´parable de k˜ ;
ii) L˜1 est une extension se´parable de k˜1 et [|L∗| : |k∗|] est premier a` p.
De´monstration. Pour tout e´le´ment γ de |k∗|, choisissons λγ dans k∗ tel que
|λγ | = γ. Pour tout e´le´ment δ de |L∗|/|k∗| donnons-nous µδ ∈ L∗ telle que
l’image de |µδ| dans |L∗|/|k∗| soit e´gale a` δ. Fixons enfin une base (α1, . . . , αf )
de L˜1 sur k˜1. Des deux de´compositions
k˜ =
⊕
γ
k˜1.λ˜γ et L˜ =
⊕
γ,δ
L˜1.µ˜δ.λ˜γ ,
on de´duit que (αiµ˜δ) est une base de L˜ sur k˜, d’ou` l’e´galite´ [L˜ : k˜] = ef . La
majoration [L˜ : k˜] 6 [L : k] est fournie par le corollaire 2.4.
Supposons que i) soit vraie ; le polynoˆme minimal sur k˜ de tout e´le´ment
homoge`ne non nul de L˜ est alors se´parable ; c’est en particulier vrai pour les
e´le´ments de de degre´ 1, c’est-a`-dire ceux qui appartiennent a` L˜∗1 ; ainsi, L˜1 est
se´parable sur k˜1. Par ailleurs, soit x un e´le´ment de L
∗ tel que |x|p appartienne a`
|k∗|. Il existe l ∈ L˜1 et ω ∈ k˜ tel que x˜p = lω ; on en de´duit que x˜ est purement
inse´parable sur le sous-corps gradue´ L˜1.k˜ de L˜. Le corps L˜ est par hypothe`se
se´parable sur k˜, il l’est a fortiori sur L˜1.k˜. En conse´quence, x˜ ∈ L˜1.k˜ ; ceci
implique que le degre´ de x˜, autrement dit la valeur absolue de x, appartient a`
|k∗| ; on a donc e´tabli ii).
Supposons que ii) soit vraie. Le corps sous-corps gradue´ L˜1.k˜ de L˜ est alors
se´parable sur k˜. Soit ξ un e´le´ment homoge`ne non nul de L˜ et soit x un e´le´ment
de L∗ tel que x˜ = ξ. Soit m un entier premier a` p tel que |x|m ∈ |k∗|. Il existe
l ∈ L˜1 et ω ∈ k˜ tel que ξm = lω ; en conse´quence, ξ est se´parable sur L˜1.k˜. Le
corps L˜ est donc se´parable sur L˜1.k˜, lequel est lui-meˆme se´parable sur k˜ ; de`s
lors, L˜ est se´parable sur k˜. 
La ramification mode´re´e
On se propose maintenant de reformuler la the´orie de la ramification mode´re´e
dans le langage des re´ductions gradue´es ; comme nous allons le voir, les ex-
tensions mode´re´ment ramifie´s se comportent, dans ce cadre, comme les exten-
sions non ramifie´es dans le contexte classique – on retrouve ainsi un phe´nome`ne
bien connu en ge´ome´trie logarithmique, a` laquelle le point de vue gradue´ est
e´troitement apparente´.
Ce qui suit est donc simplement une pre´sentation nouvelle de re´sultats tre`s
classiques ; mais nous avons choisi, pour la commodite´ du lecteur, d’en redonner
les de´monstrations, que nous avons traduites en langage gradue´ pour qu’elles
fournissent directement les e´nonce´s requis.
(2.10) Proposition. Soit L une extension finie galoisienne de k.
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a) Les extensions L˜/k˜ et L˜1/k˜1 sont normales, et les deux fle`ches naturelles
Gal(L/k)→ Gal(L˜/k˜) et Gal(L˜/k˜)→ Gal(L˜1/k˜1) sont surjectives ;
b) La seconde fle`che mentionne´e ci-dessus s’inse`re dans une suite exacte
1→ Hom(|L∗|/|k∗|, L˜∗1)→ Gal(L˜/k˜)→ Gal(L˜1/k˜1)→ 1.
De´monstration. Prouvons a). Soit ξ un e´le´ment homoge`ne non nul de L˜ ;
relevons-le en un e´le´ment x de L, de valeur absolue e´gale au degre´ r de ξ. Soit
P le polynoˆme minimal de x sur L. E´crivons P =
∏
(X − xi), ou` x1, . . . , xd
sont les e´le´ments de l’orbite de x sous Gal(L/k). Remarquons que ρ(P ) = r > 0.
Le polynoˆme P˜ est donc bien de´fini, il est e´gal a`
∏
(X − x˜i) ; c’est un e´le´ment
unitaire homoge`ne de k˜[X/r] qui annule ξ et est scinde´ dans L˜ ; le polynoˆme
minimal R de ξ est donc scinde´ dans L˜, ce qui montre que L˜ est une extension
normale de k˜. En se limitant au cas ou` ξ est de degre´ 1, on e´tablit en particulier
le caracte`re normal de L˜1/k˜1.
Soit η une racine de R distincte de ξ ; elle co¨ıncide avec x˜i pour un certain
i. Il existe g ∈ Gal(L/k) tel que g(x) = xi, et l’image de g dans Gal(L˜/k˜) envoie
ξ sur η. On en de´duit qu’un e´le´ment homoge`ne non nul de L˜ est invariant sous
l’image de Gal(L/k) si et seulement si il co¨ıncide avec tous ses conjugue´s, donc si
et seulement si il est invariant sous l’image de Gal(L˜/k˜) ; par la correspondance
de Galois, l’image de Gal(L/k) est e´gale a` Gal(L˜/k˜) tout entier. La` encore, il
suffit de se restreindre au cas ou` ξ est de degre´ 1 pour obtenir la surjectivite´ de
Gal(L/k)→ Gal(L˜/1k˜1).
E´tablissons maintenant b). La |L∗|-graduation de L˜ induit sur ce dernier
une |L∗|/|k∗|-graduation L˜ = ⊕
δ∈|L∗|/|k∗|
Eδ ; pour tout δ l’ensemble Eδ−{0} est
un (L˜1.k˜)
∗-torseur, le terme de torseur e´tant ici a` prendre dans une acception
homoge`ne que nous laissons au lecteur le soin de pre´ciser ; notons que E1 = L˜1.k˜.
Soit ψ un morphisme de groupes de |L∗|/|k∗| dans L˜∗1. L’application de L˜
dans lui-meˆme qui envoie
∑
xδ sur
∑
ψ(δ)xδ est un L˜1.k˜-automorphisme de
L˜ ; la fle`che Hom(|L∗|/|k∗|, L˜∗1) → Gal(L˜/L˜1.k˜) ainsi de´finie est injective par
construction.
Montrons qu’elle est surjective. Soit ϕ ∈ Gal(L˜/L˜1.k˜) et soit δ ∈ |L∗|/|k∗|. Si
x et y sont deux e´le´ments non nuls et homoge`nes de Eδ, leur quotient appartient
a` L˜1.k˜ et l’on a donc ϕ(x)/ϕ(y) = x/y ; ceci implique l’existence d’un e´le´ment
homoge`ne non nul ψ(δ) de L˜1.k˜ tel que ϕ(x) = ψ(δ)x pour tout x ∈ Eδ ; cette
e´galite´ applique´e a` n’importe quel e´le´ment x homoge`ne et non nul de Eδ force
le degre´ de ψ(δ) a` eˆtre e´gal a` 1, et l’on a donc ψ(δ) ∈ L˜∗1. Du fait que ϕ est
un morphisme on de´duit imme´diatement que ψ ∈ Hom(|L∗|/|k∗|, L˜∗1), d’ou` la
surjectivite´ souhaite´e.
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Le groupe Hom(|L∗|/|k∗|, L˜∗1) s’identifie donc a` Gal(L˜/L˜1.k˜), ce qu’il fallait
de´montrer. 
(2.11) Si L est un extension finie galoisienne de k, on note Igrad(L/k) le groupe
d’inertie gradue´ de L/k, c’est-a`-dire le noyau de Gal(L/k)→ Gal(L˜/k˜). Remar-
quons que par de´finition, Igrad(L/k) est l’ensemble des k-automorphismes g de
L tels que pour tout x non nul dans L, l’on ait l’ine´galite´ |g(x)− x| < |x|.
(2.12) Lemme. Soit L une extension finie galoisienne de k et soit F une
sous-extension galoisienne de L. La suite
1→ Igrad(L/F )→ Igrad(L/k)→ Igrad(F/k)→ 1
est exacte.
De´monstration. Le seul fait non imme´diat est la surjectivite´ de la fle`che
Igrad(L/k) → Igrad(F/k). Soit g ∈ Igrad(F/k) ; relevons-le en un e´le´ment g′ de
Gal(L/k). Par de´finition de Igrad(F/k), l’action de g
′ sur F˜ est triviale. Comme
Gal(L/F ) se surjecte sur Gal(L˜/F˜ ), il existe h appartenant a` Gal(L/F ) tel que
g′h−1 agisse trivialement sur L˜. Par construction, g′h−1 est un e´le´ment de
Igrad(L/F ) qui rele`ve g. 
(2.13) Proposition. Soit L une extension finie galoisienne de k. Notons I(L/k)
le noyau de Gal(L/k) → Gal(L˜1/k˜1). Le groupe Igrad(L/k) est l’unique p-sous-
groupe de Sylow de I(L/k).
De´monstration. Montrons tout d’abord que Igrad(L/k) est un p-groupe. Soit
g un e´le´ment de Igrad(L/k) dont l’ordre q est premier a` p, et soit E le sous-corps
de L forme´ des e´le´ments invariants sous g. Soit x un e´le´ment de L ; l’e´le´ment
y = x − TrL/E(x)/q de L est de trace nulle sur E ; on a donc
∑
gi(y) = 0,
soit encore qy −∑(gi(y) − y) = 0. Comme q est premier a` p, on a |qy| = |y| ;
comme g appartient a` Igrad(L/k), on a |gi(y) − y| < |y| pour tout i si y 6= 0 ;
par conse´quent y = 0 et x ∈ E. On vient de montrer que E co¨ıncide avec L, et
partant que g = Id ; le groupe Igrad(L/k) est donc bien un p-groupe.
Il reste a` prouver que I(L/k)/Igrad(L/k) est d’ordre premier a` p ; or en vertu
de la proposition2.10, ce quotient s’identifie a` Hom(|L∗|/|k∗|, L˜∗1) ; on conclut en
remarquant que la torsion de L˜∗1 est premie`re a` p. 
(2.14) Proposition. Soit L une extension finie galoisienne de k ; de´signons
par F le sous-corps de L forme´ des invariants sous Igrad(L/k). On a l’e´galite´
[F˜ : k˜] = [F : k]. Par ailleurs, F˜ est une extension galoisienne de k˜, et la
surjection naturelle Gal(L˜/k˜)→ Gal(F˜ /k˜) est bijective ; autrement dit, le corps
F˜ est la fermeture se´parable de k˜ dans L˜.
De´monstration. Comme Igrad(L/k) est un sous-groupe distingue´ de G (en
tant que noyau d’un homomorphisme), F est une extension galoisienne de k.
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Comme Igrad(L/k) agit trivialement sur F , la suite exacte du lemme 2.12 assure
que Igrad(F/k) est trivial, et donc que Gal(F/k) → Gal(F˜ /k˜) est bijective. Des
e´galite´s et ine´galite´s
[F : k] = ♯Gal(F/k) = ♯Gal(F˜ /k˜) 6 [F˜ : k˜] 6 [F : k],
il vient [F : k] = ♯Gal(F˜ /k˜) = [F˜ : k˜].
Il en de´coule que F˜ est une extension galoisienne de k˜. D’autre part, Gal(L˜/k˜)
s’identifie au quotient de Gal(L/k) par Igrad(L/k), soit encore a` Gal(F/k), lequel
est naturellement isomorphe a` Gal(F˜ /k˜) d’apre`s ce qui pre´ce`de. La surjection
Gal(L˜/k˜)→ Gal(F˜ /k˜) est en conse´quence bijective. 
(2.15) Proposition. Soit L une extension finie galoisienne de k et soit E un
sous-corps de L. Soit F le sous-corps de L forme´ des invariants sous Igrad(L/k).
Les propositions suivantes sont e´quivalentes :
i) E est inclus dans F ;
ii) E˜ est se´parable sur k˜ et [E˜ : k˜] = [E : k].
iii) [E˜ : k˜] = [E : k], E˜ est se´parable sur k˜ et |E∗|/|k∗| est d’ordre premier
a` p.
De´monstration. L’e´quivalence de ii) et iii) re´sulte de la proposition 2.9.
Montrons que i) ⇒ ii). Supposons donc E ⊂ F . Dans ce cas, E˜ ⊂ F˜ , et E˜
est donc se´parable sur k˜ par la proposition 2.14. Par ailleurs, comme Igrad(L/k)
fixe les e´le´ments de F , on a l’e´galite´ Igrad(L/E) = Igrad(L/k) ; la proposition
2.14 assure alors que [F˜ : E˜] = [F : E] ; comme elle garantit e´galement que
[F˜ : k˜] = [F : k], on a bien [E˜ : k˜] = [E : k].
Montrons maintenant que ii) ⇒ i). Supposons donc que E satisfait ii) ; on
a alors E˜ ⊂ F˜ en vertu de la proposition 2.14. Soit ξ un e´le´ment homoge`ne non
nul de E˜•, soit r son degre´ et soit R ∈ k˜•[X/r] son polynoˆme minimal sur k˜.
Soit R un rele`vement admissible de R dans k[X ]. Comme R est se´parable, le
lemme de Hensel gradue´ assure que R posse`de une unique racine x dans E qui
rele`ve ξ, qu’il posse`de une unique racine y dans F qui rele`ve ξ, et une unique
racine z dans L qui rele`ve ξ ; en conse´quence, x = y = z et ξ ∈ ˜(E ∩ F ) ; il en
de´coule que ˜(E ∩ F ) = E˜.
De`s lors [E : k] = [E˜ : k˜] = [ ˜(E ∩ F ) : k] = [(E ∩ F ) : k], la premie`re e´galite´
e´tant satisfaite par hypothe`se, la seconde parce que ˜(E ∩ F ) = E˜, et la troisie`me
en vertu de l’implication i)⇒ ii) de´ja` e´tablie ; on en de´duit que E ⊂ F . 
(2.16) Remarque. Soit E une sous-extension de L telle que [E : k] soit premier
a` p. Le groupe Gal(L/E) contient alors au moins un p-sous-groupe de Sylow S
de Gal(L/k) ; comme Igrad(L/k) est un p-sous-groupe distingue´ de Gal(L/k), il
est contenu dans S, et donc dans Gal(L/E) ; en conse´quence, E ⊂ F .
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Passage a` la limite
De la section pre´ce´dente se de´duisent aise´ment les faits qui suivent.
(2.17) Soit ks une cloˆture se´parable de k. On de´signe par Igrad(k
s/k) la limite
projective des Igrad(L/k), ou` L parcourt la famille des sous-extensions finies et
galoisiennes de ks ; on pose M = (ks)Igrad(k
s/k). Le corps M˜ est la fermeture
se´parable de k˜ dans k˜s et Gal(M/k) ≃ Gal(M˜/k˜) ≃ Gal(k˜s/k˜) ; si l’on note
Π(ks/k) ce dernier groupe, il s’inse`re dans une suite exacte naturelle
1→ Hom(|(ks)∗|/|k∗|, (˜ks)∗)→ Π(ks/k)→ Gal(k˜s1/k˜1)→ 1.
On dit qu’une k-alge`bre e´tale E est mode´re´ment ramifie´e si E ⊗k M est un
produit fini de copies de M ; l’alge`bre E est mode´re´ment ramifie´e si et seule-
ment si E˜ est une k˜-alge`bre e´tale de dimension e´gale a` [E : k] ; la cate´gorie
des k-alge`bres e´tales mode´re´ment ramifie´es est e´quivalente a` celle des Π(ks/k)-
ensembles finis ; le foncteur E 7→ E˜ e´tablit une e´quivalence entre la cate´gorie des
k-alge`bres e´tales mode´re´ment ramifie´es et celle des k˜-alge`bres e´tales de´ploye´es
par M˜ .
On peut ame´liorer cette dernie`re assertion.
(2.18) Lemme. Toute k˜-alge`bre e´tale est de´ploye´e par M˜ .
De´monstration. Il suffit de montrer que M˜ est se´parablement clos. Soit r un
e´le´ment de Γ et soit R un e´le´ment unitaire, homoge`ne et se´parable de M˜ [X/r] ;
soit R un rele`vement admissible de R dans M [X ]. Comme R est se´parable, R
l’est e´galement (l’image de son discriminant dans M˜r co¨ıncide avec le discrimi-
nant de R) ; en conse´quence, il a une racine x dans ks. Par construction, x˜r est
une racine de R dans k˜s, qui est se´parable sur k˜ et vit de ce fait dans M˜ . 
(2.19) Ainsi, E 7→ E˜ e´tablit une e´quivalence entre la cate´gorie des k-alge`bres
e´tales mode´re´ment ramifie´es et celle des k˜-alge`bres e´tales. Chacune de ces deux
cate´gories est par ailleurs naturellement e´quivalente a` celle des Π(ks/k)-ensembles
finis, le diagramme que l’on imagine e´tant (essentiellement) commutatif.
(2.20) Soit K une extension Γ-value´e hense´lienne de k et soit Ks une cloˆture
se´parable de K ; soit ks la fermeture se´parable de k dans Ks. Il re´sulte des
de´finitions que Gal(Ks/K) → Gal(ks/k) envoie Igrad(Ks/K) dans Igrad(ks/k), et
induit en particulier une fle`che Π(Ks/K) → Π(ks/k). Il en de´coule que si E
est une k-alge`bre e´tale mode´re´ment ramifie´e, alors K ⊗k E est une K-alge`bre
e´tale mode´re´ment ramifie´e ; si E de´signe le Π(ks/k)-ensemble correspondant a`
E, alors le Π(Ks/K)-ensemble qui correspond a` K ⊗k E est simplement celui
de´duit de E via la fle`che Π(Ks/K)→ Π(ks/k). En utilisant le 2.19 ci-dessus, on
voit que ˜(K ⊗k E) s’identifie a` K˜⊗k˜ E˜.
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3 Les polydisques virtuels
La re´duction d’un polydisque
A` partir de maintenant, le groupe ordonne´ Γ est e´gal a` R∗+, et k de´signe un
corps ultrame´trique complet.
(3.1) Soit X un espace k-analytique au sens de Berkovich ([1] et [2] ; le choix
d’une the´orie ge´ome´trique pre´cise est en re´alite´ sans grande importance ici, cf.
l’introduction) ; soit A l’alge`bre des fonctions analytiques sur X . Pour tout re´el
r strictement positif, on note A6r (resp. A<r) le sous-anneau de A forme´ des
e´le´ments a tels que ||a||∞ 6 r (resp. ||a||∞ < r) ; on de´signe par A≺r le comple´te´
de A<r, pour la topologie de la convergence en norme sur tout domaine affino¨ıde,
qui n’est autre que la topologie de la convergence uniforme sur tout compact
de`s que X est re´duit. Remarquons que si X est compact, A≺r = A<r. On
pose A˜ =
⊕
r
A6r/A≺r ; c’est un anneau gradue´. Si a ∈ A et si r est un re´el
strictement positif supe´rieur ou e´gal a` ||a||∞, on notera a˜r l’image de a dans
A˜r. Si r = ||a||∞, on e´crira simplement a˜. La formation de A˜ est clairement
fonctorielle en X .
Remarque. Si X est compact (e.g. affino¨ıde), alors A est une alge`bre de
Banach et A˜ est sa re´duction gradue´e au sens de´fini par Temkin.
(3.2) Un exemple : le cas d’un polydisque. Soit r = (r1, . . . , rn) ∈ (R∗+)n,
soit X le k-polydisque ouvert de polyrayon (r1, . . . , rn) et soit A son alge`bre
des fonctions analytiques ; on de´signe par T1, . . . , Tn les fonctions coordonne´es
sur X .
(3.2.1) Soit r un re´el strictement positif.
• A6r est l’ensemble des se´ries
∑
aIT
I telles que |aI |rI 6 r pour tout I ;
• A<r est l’ensemble des se´ries
∑
aIT
I pour lesquelles il existe s < r tel que
|aI |rI 6 s pour tout I ;
• A≺r est l’ensemble des se´ries
∑
aIT
I telles que |aI |rI < r pour tout I.
(3.2.2) Quitte a` re´ordonner les ri et les Ti, on peut supposer qu’il existe j tel
que ri soit de torsion modulo |k∗| si et seulement si i 6 j. Pour tout i 6 j,
notons ni l’ordre de ri modulo |k∗| et choisissons λi ∈ k∗ tel que rnii = |λi|.
Il de´coule du 3.2.1 ci-dessus qu’il existe un isomorphisme de k˜-alge`bres
gradue´es entre A˜ et
k˜•[[τ1, . . . , τj ]] [r
−1
1 t1, . . . , r
−1
n tn]/ (λ˜1
−1
tn11 − τ1, . . . , λ˜j
−1
t
nj
j − τj )
modulo lequel T˜i = ti pour tout i ∈ {1, . . . n}.
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(3.2.3) Le mono¨ıde constitue´ par les degre´s des e´le´ments homoge`nes non nuls
de A˜ est e´gal a` |k∗|.rN1 .rN2 . . . . rNn ; ce dernier ne de´pend donc que des proprie´te´s
intrinse`ques (i.e. inde´pendantes de son plongement dans An,ank ) de l’espace k-
analytique X .
(3.2.4) L’anneau A˜ est un anneau gradue´ inte`gre et local, dont l’ide´al maxi-
mal m est engendre´ par (t1, . . . , tn). Pour tout entier d, le k˜-espace vectoriel
gradue´ m˜d/m˜d+1 (resp. A˜ /md+1) s’identifie au sous espace vectoriel gradue´ de
k˜[r−11 t1, . . . , r
−1
n tn] forme´ des polynoˆmes qui sont homoge`nes de degre´ d (resp.
de degre´ d), ou` le degre´ et l’homoge´ne´ite´ sont pris ici dans leur sens usuel,
c’est-a`-dire monomial. Donnons deux conse´quences de ces faits :
• pour tout entier d, la fle`che naturelle
Sd(m/m2)→ md/md+1
est un isomorphisme ;
• l’anneau A˜ est un anneau gradue´ local complet, ce qui signifie que pour
tout r ∈ R∗+, la fle`che naturelle A˜r → lim← (A˜ /m
d)r est un isomorphisme.
(3.2.5) Si F est une extension comple`te quelconque de k, on de´duit des des-
criptions explicites donne´es ci-dessus (que l’on utilise sur k et sur F ) : que
l’anneau des fonctions analytiques sur XF s’identifie naturellement a` F ⊗̂kA (la
comple´tion e´tant a` prendre au sens de la convergence uniforme sur tout com-
pact) ; et que ˜(F ⊗̂kA ) s’identifie au comple´te´ de F˜ ⊗k˜ A˜ en son ide´al homoge`ne
maximal (t1, . . . , tn).
(3.3) De´finition. On conserve les notations X,A , etc. introduites ci-dessus.
On dira qu’une famille (f1, . . . , fn) de fonctions sur X est un syste`me de coor-
donne´es si les fi induisent un isomorphisme entre X et un polydisque ouvert de
An,ank centre´ en l’origine. Si c’est le cas et si l’on pose si = ||fi||∞ pour tout i le
polydisque ouvert en question est celui de polyrayon (s1, . . . , sn) ; remarquons
qu’en vertu de 3.2.3 on a alors
|k∗|rN1 rN2 . . . rNn = |k∗|sN1 sN2 . . . sNn.
(3.4) Proposition. Soit (f1, . . . , fn) une famille de fonctions borne´es sur X.
Les propositions suivantes sont e´quivalentes :
i) les fi forment un syste`me de coordonne´es de X ;
ii) les f˜i appartiennent a` l’ide´al maximal m de A˜ et en constituent une
famille ge´ne´ratrice ;
iii) les f˜i appartiennent a` m et leurs images dans m/m
2 en constituent une
base (en tant que k˜-espace vectoriel gradue´).
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De´monstration. L’e´quivalence entre ii) et iii) re´sulte du lemme de Nakayama
gradue´ ; l’implication i) ⇒ ii) re´sulte du 3.2.1 ; on suppose maintenant que ii)
est vraie, et l’on cherche a` e´tablir i) ; pour tout i, on de´signe par si le rayon
spectral de fi. Soit Y le polydisque ouvert de polyrayon (s1, . . . , sn) et soit
ϕ le morphisme X → Y induit par les fi ; nous allons montrer que ϕ est un
isomorphisme.
(3.4.1) E´crivons fi =
∑
ai,IT
I pour tout i ; pour tout j compris entre 1 et n
on note ej le multi-indice (δjℓ)ℓ. Il de´coule de nos hypothe`ses que |ai, I|rI 6 ρi
pour tout (i, I), que |a(i,0)| < ρi pour tout i et que le de´terminant
∣∣∣a˜i,ej ρir−1j
∣∣∣
(i,j)
est un e´le´ment non nul de k˜R, ou` R = (
∏
ρi) (
∏
rj)
−1.
(3.4.2) La translation τ par (−a1,0,−a2,0, . . . ,−an,0) induit en vertu de 3.4.1
un automorphisme de Y ; quitte a` remplacer ϕ par τ ◦ ϕ, on peut de´sormais
supposer que ai,0 = 0 pour tout i.
(3.4.3) Il re´sulte de 3.4.1 que le de´terminant
∣∣ai,ej
∣∣
(i,j)
est de valeur absolue
e´gale a` R ; il est en particulier non nul, ce qui signifie que (f1, . . . , fn) est une
base de n/n2, ou` n est l’ide´al maximal de k[[T]]. Par conse´quent, le morphisme
continu de k[[T]] dans lui-meˆme induit par les fi est un isomorphisme ; cela
entraˆıne en particulier l’existence pour tout i d’une unique se´rie gi ∈ n telle que
gi(fi) = T
i. Nous allons montrer que chacune des gi converge sur Y , et que
la fonction qu’elle y de´finit est de norme spectrale majore´e par ri. Le n-uplet
(g1, . . . , gn) de´finira ainsi un morphisme ψ : Y → X , qui ve´rifiera ne´cessairement
ψ ◦ ϕ = IdX et ϕ ◦ ψ = IdY , par un calcul formel dans k[[T]].
(3.4.4) E´crivons gi =
∑
bi,IT
I pour tout I. Fixons i et donnons-nous un entier
d > 0. Nous allons montrer que |bi,I |sI 6 ri pour tout multi-indice I tel que
|I| 6 d, ce qui permettra de conclure.
Par de´finition de la famille (g1, . . . , gn) on a
∑
|I|6d
bi,If
I = Ti + h,
ou` la se´rie h ne comporte que des monoˆmes dont le multi-degre´ est de taille
strictement supe´rieure a` d. Soit ρ le maximum des |bi,I |sI pour |I| 6 d. La
norme spectrale de
∑
|I|6d
bi,If
I , vue comme fonction sur X , est alors majore´e par
ρ, et il en va donc de meˆme de celle de chacun des monoˆmes de la se´rie Ti + h.
On a dans A˜ l’e´galite´
∑
|I|6d
b˜i,Iρs−I f˜
I
s
= T˜i,ρ + h˜ρ.
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Supposons que l’on ait ρ > ri ; on aurait alors T˜i,ρ = 0, et
∑
|I|6d
b˜i,Iρs−I f˜
I
s
= h˜ρ.
Comme h ne comprend que des monoˆmes dont le multi-degre´ est de taille stric-
tement supe´rieure a` d, l’e´le´ment h˜ρ de A˜ appartient a` m
d+1. On de´duit alors
de 3.2.4 et du fait que les fi forment une base de m/m
2 que b˜i,Iρs−I = 0 pour
tout I tel que |I| 6 d, ce qui contredit la de´finition de ρ comme maximum des
|bi,I |sI pour |I| 6 d. 
(3.5) The´ore`me. Soit X un espace k-analytique. Supposons qu’il existe une
extension finie, se´parable et mode´re´ment ramifie´e L de k telle que XL soit iso-
morphe a` un L-polydisque ouvert de polyrayon (r1, . . . , rn) ; l’espace X lui-meˆme
est alors isomorphe a` un k-polydisque ouvert dont le polyrayon (s1, . . . , sn) est
tel que
|L∗|rN1 rN2 . . . rNn = |L∗|sN1 sN2 . . . sNn.
De´monstration. Choisissons un n-uplet (l1, . . . , ln) d’e´le´ments de L
∗ tel que
(l˜1, . . . , l˜n) soit une base de L˜ sur k˜. SoitK une extension ultrame´trique comple`te
quelconque de k. Comme L est une extension mode´re´ment ramifie´e de k, la
famille (l˜1, . . . , l˜n) est d’apre`s le 2.20 encore une base de ˜(L ⊗k K) sur k˜. Si
(λ1, . . . , λn) ∈ Kn, le lemme 2.3 assure alors que ||
∑
λili︸ ︷︷ ︸
∈K⊗kL
||∞ = max |λi|.|li|.
Soit A (resp. B) l’alge`bre des fonctions analytiques sur X (resp. XL). Si V
est un domaine affino¨ıde de X d’alge`bre AV alors VL est un domaine affino¨ıde
de X d’alge`bre L⊗k AV ≃
⊕
AV .li ; il s’ensuit que la fle`che naturelle
L⊗k A =
⊕
A .li → B
est un isomorphisme.
Par la de´finition de la norme spectrale d’une fonction analytique, et d’apre`s
ce qui pre´ce`de, on a pour tout n-uplet (a1, . . . , an) d’e´le´ments de A l’e´galite´
||
∑
aili︸ ︷︷ ︸
∈B
||∞ = max ||ai||∞|li|.
On en de´duit imme´diatement que le morphisme canonique L˜⊗k˜ A˜ → B˜ est
un isomorphisme.
Par hypothe`se,XL est isomorphe au L-polydisque ouvert de rayon (r1, . . . , rn).
Si m de´signe sa dimension, B˜ est un anneau gradue´ inte`gre local (et complet),
dont toute famille ge´ne´ratrice minimale de l’ide´al maximal homoge`ne m com-
prend m e´le´ments. Puisque B˜ ≃ L˜ ⊗k˜ A˜ , la fle`che A˜ → B˜ est injective et
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entie`re ; la version gradue´e du going up assure alors que A˜ est local, d’ide´al
maximal n = m ∩ A˜ .
Comme L est mode´re´ment ramifie´e sur k, la k˜-alge`bre L˜ est e´tale (cf. 2.19).
L’anneau B˜/n e´tant de`s lors une A˜ /n-alge`bre finie e´tale et locale, c’est un corps,
ce qui montre que n engendre m. Il existe donc m e´le´ments borne´s f1, . . . , fm
dans A tels que (f˜1, . . . , f˜m) engendre m.
Pour tout i notons si le rayon spectral de fi ; soit Y le k-polydisque ouvert
de polyrayon (s1, . . . , sn) et soit ϕ le morphisme X → Y induit par les fi ; il
re´sulte de la proposition 3.4 que ϕL : XL → YL est un isomorphisme, et de 3.2.3
que |L∗|rN1 rN2 . . . rNn = |L∗|sN1 sN2 . . . sNn..
Il reste a` s’assurer que ϕ est un isomorphisme. On peut en fait montrer
en toute ge´ne´ralite´ que le fait d’eˆtre un isomorphisme descend par extension
quelconques des scalaires (cf. par exemple [3], th. 9.2) ; mais lorsque les espaces
en jeu sont sans bord, ce qui est le cas ici (il est clair que Y est sans bord,
et pour X cela re´sulte du fait que XL est sans bord et que le morphisme fini
XL → X est sans bord, et par ailleurs surjectif), la preuve se simplifie, et nous
allons la donner pour la commodite´ du lecteur.
Remarquons pour commencer que comme les fibres de ϕL sont des singletons,
celles de ϕ le sont aussi ; ceci entraˆıne notamment la bijectivite´ de l’application
continue sous-jacente a` ϕ. Les applications ϕL et YL → Y sont topologiquement
propres et en particulier ferme´es (la premie`re parce qu’elle est finie, la seconde
en tant que fle`che induite par une extension du corps de base). Il en re´sulte, en
vertu de la surjectivite´ de XL → X , que ϕ est ferme´e.
Soit x ∈ X et soit y son image sur Y . Comme x est isole´ dans la fibre
ϕ−1(y) = {x} et comme X est sans bord (ce qui entraˆıne que ϕ est sans bord),
le morphisme ϕ est fini en x. Il existe donc un voisinage affino¨ıde U de x et
un voisinage affino¨ıde V de y tel que ϕ induise un morphisme fini U → V ;
l’application ϕ e´tant ferme´e, et x e´tant le seul ante´ce´dent de y, il existe un
voisinage affino¨ıde V ′ de y dans V tel que U ′ := ϕ−1(V ′) soit contenu dans U ;
la fle`che U ′ → V ′ est alors finie.
Soient C et D les alge`bres affino¨ıdes respectivement associe´es a` U ′ et V ′.
La fle`che ϕL e´tant un isomorphisme, U
′
L → V ′L est un isomorphisme ; par
conse´quent, DL → CL est un isomorphisme, et comme C est une D-alge`bre
de Banach finie, on a CL = C ⊗D DL. Il re´sulte alors de ce qui pre´ce`de et de la
fide`le platitude de la D-alge`breDL que D → C est un isomorphisme ; autrement
dit, U ′ → V ′ est un isomorphisme.
Le morphisme ϕ apparaˆıt ainsi comme un isomorphisme local sur sa source,
qui est par ailleurs ensemblistement bijectif ; en conse´quence, ϕ est un isomor-
phisme. 
(3.6) Corollaire. Soit X un espace k-analytique et soit n > 0. Supposons
qu’il existe une extension finie se´parable et non ramifie´e L de k tel que XL soit
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isomorphe au polydisque unite´ ouvert de dimension n sur L. L’espace X est
alors lui-meˆme isomorphe au polydisque unite´ ouvert de dimension n.
De´monstration. Il s’agit simplement d’un cas particulier du the´ore`me 3.5 ci-
dessus : celui ou` |L∗| = |k|∗ et ou` les ri sont tous e´gaux a` 1. Les si appartiennent
alors a` |k∗|, et le k-polydisque de polyrayon (s1, . . . , sn) est donc isomorphe au
k-polydisque unite´, ce qui termine la de´monstration. 
(3.7) Commentaire. Le corollaire ci-dessus peut se prouver directement, par
une de´monstration analogue a` celle du the´ore`me 3.5, mais un peu plus simple,
dans la mesure ou` elle e´vite le recours a` l’alge`bre gradue´e : il suffit de reprendre
la section 3 depuis le de´but en remplac¸ant partout les re´ductions gradue´es par
les re´ductions classiques (autrement dit, par leurs parties homoge`nes de degre´
1) et en exigeant, dans la de´finition d’un syste`me de coordonne´es, que le but
soit un polydisque unite´.
Modulo ces modification, tous nos arguments se retranscrivent verbatim, a`
l’exception de ceux donne´s au 3.4.4 : si l’on veut e´viter, pour ce point pre´cis,
le recours aux re´ductions gradue´es, il faut remarquer que ρ ∈ |k∗| et diviser, si
ρ > 1, les deux termes de l’e´galite´
∑
|I|6d
bi,If
I = Ti + h par un scalaire de valeur
absolue e´gale a` ρ ; c’est la re´duction (classique) de l’e´galite´ obtenue qui conduit
alors a` une contradiction.
(3.8) Contre-exemples dans le cas sauvagement ramifie´. Nous allons
tout d’abord donner un contre-exemple ≪ge´ne´rique≫, que nous allons ensuite
de´cliner en deux cas particuliers. Supposons que k est de caracte´ristique mixte
(0, p) et que k˜• n’est pas parfait ; choisissons a ∈ k∗ tel que a˜ ne soit pas
une puissance p-ie`me dans k˜, et posons r = p
√
|a|. Soit L la k-alge`bre e´tale
k[X ]/Xp − a. Si F est un corps quotient de L alors a˜ est une puissance p-ie`me
dans F˜ , ce qui montre que [F˜ : k˜] > p, et donc que [F : k] > p. Il s’ensuit que
L est un corps de degre´ p sur k, et que L˜ s’identifie a` k˜[X/r]/(Xp − a˜).
Soit V l’ouvert de A1,ank de´fini par la condition |T p − a| < |a| ; nous allons
montrer que VL est isomorphe a` un L-disque ouvert, mais que V n’est pas lui-
meˆme isomorphe a` un k-disque ouvert.
L’espace VL est isomorphe a` un L-disque ouvert.Nous allons plus pre´cise´ment
ve´rifier que c’est un L-disque ouvert de A1,anL . Par construction, a posse`de
une racine p-ie`me ξ dans L ; notons que |ξ| = r. Soit F un corps complet
alge´briquement clos quelconque contenant L et soient ξ = ξ1, ξ2, . . . , ξp les ra-
cines p-ie`mes de a dans F . Si i est un entier compris entre 2 et p alors ξi = ξµ
pour une certaine racine p-ie`me de l’unite´ µ ; comme |1 − µ| < 1, on a |ξi| = r
et |ξi − ξ| < r. Soit z un e´le´ment de F . On de´duit de ce qui pre´ce`de que les
e´quivalences suivantes :
• |z − ξ| < r ⇐⇒ (∀i |z − ξi| < r) ;
• |z − ξ| > r ⇐⇒ (∀i |z − ξi| > r).
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Par conse´quent,
|z − ξ| < r ⇐⇒
∏
|z − ξi| < rp ⇐⇒ |zp − a| < |a|.
Ceci valant pour toute extension comple`te alge´briquement close de k, l’ouvert
VL de A
1,an
L peut eˆtre de´fini par l’ine´galite´ |T − ξ| < r, et est donc un L-disque
ouvert ; remarquons que comme r = |ξ| ∈ |L|∗, l’ouvert VL est meˆme isomorphe
au disque unite´ ouvert.
L’espace V n’est pas isomorphe a` un k-disque ouvert. En effet, soit x ∈ V
et soit τ l’e´le´ment T (x) de H (x). On a |τp − a| < |a| ; il s’ensuit que |τ | = r et
que τ˜p = a˜ ; par conse´quent, H˜ (x) 6= k˜, et H (x) n’est donc pas e´gal a` k. Ainsi,
V n’a pas de k-point, et n’est de`s lors pas isomorphe a` un k-disque ouvert.
(3.8.1) Premie`re de´clinaison de l’exemple ci-dessus. On suppose que le corps
re´siduel classique k˜1 n’est pas parfait, et l’on choisit a dans k
o tel que a˜ ne
soit pas une puissance p-ie`me dans k˜1. L’ouvert V de A
1,an
k de´fini par l’ine´galite´
|T p − a| < 1 devient isomorphe au disque unite´ ouvert sur k( p√a), mais n’a pas
de k-point, et n’est en particulier pas lui-meˆme isomorphe a` un k-disque ouvert.
(3.8.2) Seconde de´clinaison de l’exemple ci-dessus. L’ouvert V de A1,anQp de´fini
par l’ine´galite´ |T p − p| < |p| devient isomorphe au disque unite´ ouvert sur
Qp( p
√
p), mais n’a pas de Qp-point et n’est en particulier pas lui-meˆme isomorphe
a` un k-disque ouvert.
(3.9) Une question. Le the´ore`me principal de cet article appelle la question
naturelle suivante, a` laquelle l’auteur ne sait pas re´pondre. A-t-on un re´sultat
analogue dans le monde archime´dien ? Autrement dit, toute forme re´elle du
disque unite´ ouvert complexe est-elle de´ja` un disque unite´ ouvert re´el ? Pour
donner un sens pre´cis a` cet e´nonce´, il n’est pas besoin de de´velopper une the´orie
spe´cifique des espaces analytiques re´els (esquisse´e par Berkovich au de´but de
[1]) ; on peut le traduire, en termes tout a` fait classiques, de la fac¸on suivante :
soit σ une involution anti-holomorphe de D := {z ∈ C, |z| < 1} ; existe-t-il un
diffe´omorphisme holomorphe ϕ : D → D tel que ϕ−1 ◦ σ ◦ ϕ co¨ıncide avec la
conjugaison complexe ?
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Toute forme mode´re´ment ramifie´e d’un
polydisque ouvert est triviale
Antoine Ducros
Abstract. Let k be a complete, non-Archimedean field and let X be a k-analytic
space. Assume that there exists a finite, tamely ramified extension L of k such that
XL is isomorphic to an open polydisc over L ; we prove that X is itself isomorphic to
an open polydisc over k. The proof consists in using the graded reduction (a notion
which is due to Temkin) of the algebra of functions on X, together with some graded
counterparts of classical commutative algebra results : Nakayama’s lemma, going-up
theorem, basic notions about e´tale algebras, etc.
Introduction
Le but de cet article est de de´montrer le the´ore`me suivant (th. 3.5) : soit k un
corps ultrame´trique complet et soit X un espace k-analytique. Supposons qu’il
existe une extension finie, se´parable et mode´re´ment ramifie´e L de k telle que
XL soit isomorphe a` un L-polydisque ouvert de polyrayon (r1, . . . , rn) ; l’espace
X lui-meˆme est alors isomorphe a` un k-polydisque ouvert dont le polyrayon
(s1, . . . , sn) est tel que
|L∗|rN1 rN2 . . . rNn = |L∗|sN1 sN2 . . . sNn.
Notons un cas particulier important (corollaire 3.6) : si XL est isomorphe au
L-polydisque unite´ ouvert de dimension n et si L est non ramifie´e sur k, alors X
est isomorphe au k-polydisque unite´ ouvert de dimension n. Il suffit en effet pour
le voir d’appliquer le the´ore`me en supposant de surcroˆıt que |L∗| = |k∗| et que
les ri sont tous e´gaux a` 1 ; les si appartenant alors tous a` |k∗|, le k-polydisque
ouvert de polyrayon (s1, . . . , sn) est isomorphe au k-polydisque ouvert unite´,
d’ou` notre assertion.
Quelques commentaires
1) Lorsque nous parlons d’espace k-analytique, nous employons cette expres-
sion au sens de Berkovich ([1], [2]). Toutefois l’essentiel de notre preuve
est purement alge´brique, et la nature pre´cise des espaces en jeu n’y joue a`
peu pre`s aucun roˆle : tout se passe au niveau des anneaux de fonctions, qui
1
sont insensibles au cadre de travail choisi (ge´ome´trie rigide, ge´ome´trie de
Berkovich, ge´ome´trie de Huber, ge´ome´trie de Raynaud....). Les proprie´te´s
spe´cifiques a` la the´orie de Berkovich n’interviennent re´ellement qu’a` deux
propos : d’une part, parce que nous autorisons la valeur absolue de k a`
eˆtre triviale (hypothe`se exclue par les autres approches) ; et d’autre part
lors d’un proble`me de descente, au cours de la preuve du the´ore`me princi-
pal : il s’agit d’e´tablir qu’un morphisme entre deux espaces sans bord 1 qui
devient un isomorphisme apre`s extension des scalaires est de´ja` un isomor-
phisme sur le corps de base, ce que nous faisons en exploitant les bonnes
proprie´te´s topologiques des espaces de Berkovich, qui facilitent grande-
ment les raisonnements locaux.
2) On peut de´montrer le corollaire 3.6 que nous e´voquons ci-dessus (cas d’un
polydisque unite´ et d’une extension non ramifie´e) ou bien a` partir de notre
the´ore`me principal, ou bien directement, en de´calquant et simplifiant la
preuve de ce dernier (cf. 3.7) ; expliquons succinctement les grandes e´tapes
du raisonnement auquel conduirait cette de´marche.
a) Soit X un espace k-analytique re´duit, soit A l’alge`bre des fonctions
analytiques sur X et soit ||.||∞ la ≪norme spectrale≫ sur X (qui peut
prendre des valeurs infinies) ; soit A61 (resp. A<1) le sous-anneau de A
forme´ des fonctions f telles que ||f ||∞ 6 1 (resp. ||f ||∞ < 1) et soit A≺1
le comple´te´ de A<1 pour la convergence uniforme sur les compacts. On
note A˜ le quotient A61/A≺1. Si X est un polydisque unite´ ouvert de
dimension n alors A˜ ≃ k˜[[τ1, . . . , τn]].
b) Si L est une extension finie se´parable et non ramifie´e de k alors pour
toute extension comple`te F de k on a F˜ ⊗k L ≃ F˜ ⊗k˜ L˜.
c) Soit X un espace k-analytique et soit L une extension finie se´parable
et non ramifie´e de k telle que XL soit isomorphe a` un L-polydisque
unite´ ouvert de dimension n ; soit A (resp. B) l’anneau des fonctions
analytiques sur X (resp. XL) ; on montre a` l’aide de b) que B˜ (qui est
isomorphe a` L˜[[τ1, . . . , τn]] en vertu de a) ) s’identifie naturellement a`
A˜ ⊗k˜ L˜.
d) A` l’aide de c) et en exploitant le fait que L˜ est une extension se´parable
de k˜, on voit facilement que l’ide´al maximal m de B˜ posse`de un syste`me
de n ge´ne´rateurs appartenant a` A˜ , que l’on peut relever en n fonctions
f1, . . . , fn dans A .
e) Les fi induisent un morphisme ϕ de X vers le polydisque unite´ ouvert
de dimension n sur k. On de´duit du fait que les f˜i engendrent m que
ϕL est un isomorphisme ; par descente, ϕ est un isomorphisme.
1. Cette assertion est vraie en ge´ne´ral, i.e. avec bords e´ventuels, mais la preuve est alors
plus de´licate ; cf. par exemple [3], th. 9.2.
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3) Nous pouvons maintenant de´crire comme suit la preuve de notre the´ore`me
principal : elle consiste grosso modo a` reprendre les e´tapes a), b), c), d), et
e) de´crites ci-dessus, mais en rajoutant l’adjectif ≪gradue´≫ un peu partout.
Plus pre´cise´ment, nous utilisons une approche, introduite par Temkin dans
[5], qui consiste a` e´tudier une alge`bre norme´e A par le biais de son alge`bre
re´siduelle gradue´e, qui est un anneau R∗+-gradue´, dont la partie de degre´
1 (attention, la graduation est multiplicative) est l’alge`bre re´siduelle clas-
sique. Le point clef sur lequel repose notre de´marche est le suivant : si k est
un corps ultrame´trique complet alors les extensions mode´re´ment ramifie´es
de k se comportent, du point de vue de la the´orie de la re´duction gradue´e,
exactement comme les extensions non ramifie´es du point de vue de la
re´duction classique ; c’est tre`s certainement, au moins dans le cas de la va-
luation discre`te, une reformulation du fait que les extensions mode´re´ment
ramifie´es de k sont pre´cise´ment celles qui s’e´tendent en un log-sche´ma fini
et log-e´tale sur Spec ko.
4) La motivation initiale de Temkin pour de´velopper sa the´orie e´tait la sui-
vante. La ge´ome´trie rigide ne conside`re que des polydisques ferme´s dont le
polyrayon est constitue´ de re´els appartenant a`
√
|k∗| (i.e. de re´els qui sont
de torsion modulo |k∗|), alors que la ge´ome´trie de Berkovich autorise tous
les polyrayons. Or de`s que le polyrayon d’un polydisque ferme´ D d’alge`bre
des fonctions A contient un re´el r ∈ R∗+−
√
|k∗|, l’alge`bre re´siduelle clas-
sique A˜ a un comportement inade´quat (par exemple, sa dimension de
Krull est strictement infe´rieure a` la dimension de D), et Temkin a re´alise´
que c’est son alge`bre re´siduelle gradue´e qui posse`de les proprie´te´s requises.
Mais pour ce qui nous inte´resse ici, a` savoir les espaces qui sont des po-
lydisques ouverts virtuels (i.e. apre`s extension finie), nous ne pouvons
utiliser la re´duction classique que dans le cas des polydisques unite´ et des
extensions non ramifie´es (cf. le point 2) ci-dessus ) : de`s que le polyrayon
(r1, . . . , rn) de notre the´ore`me principal contient au moins un re´el ri qui
n’appartient pas a` |k∗|, ou de`s que |L∗| 6= |k∗|, notre strate´gie de preuve
rend indispensable le recours au formalisme gradue´, meˆme si les ri appar-
tiennent tous a`
√
|k∗|, et bien que |L∗| soit toujours contenu dans
√
|k∗|.
5) En ce qui concerne les polydisques ferme´s, l’analogue de notre the´ore`me
est faux, de`s la dimension 1 : Tobias Schmidt explique dans [4] comment
construire un contre-exemple. Mais il y de´montre tout de meˆme que si X
est un espace k-analytique qui devient isomorphe au disque unite´ ferme´
sur une extension finie et non ramifie´e de k, alors X est de´ja` isomorphe
au disque unite´ ferme´ sur k.
6) Cet article comprend trois parties. La premie`re explique le formalisme
de l’alge`bre commutative gradue´e et e´nonce dans ce contexte un certain
nombre d’avatars de re´sultats traditionnels, pratiquement sans la moindre
preuve (certains raisonnements sont toutefois esquisse´s a` propos de la
the´orie de Galois gradue´e) : les justifier avec pre´cision reviendrait en effet
a` infliger au lecteur un long pensum sans grand inte´reˆt, consistant en une
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retranscription mutatis mutandis des de´monstrations classiques.
Dans la seconde, apre`s avoir rappele´ en quoi consiste la the´orie de la
re´duction gradue´e de Temkin, nous reformulons dans ce cadre la the´orie
de la ramification mode´re´e. Les re´sultats que nous donnons concernant
cette dernie`re sont bien connus, mais en raison de leur importance pour
la suite, et du caracte`re inhabituel de la fac¸on dont nous les pre´sentons,
nous avons choisi d’en redonner les preuves directement dans le langage
de Temkin.
Quant a` la troisie`me partie, elle est de´volue a` la de´monstration proprement
dite du the´ore`me principal, et se termine par quelques contre-exemples (3.8
et sq.) montrant que l’hypothe`se de ramification mode´re´e est indispensable
a` sa validite´, puis par une question sur la validite´ e´ventuelle de l’analogue
complexe de notre re´sultat.
1 Alge`bre commutative gradue´e
Dans tout ce chapitre, on de´signe par Γ un groupe abe´lien divisible et sans
torsion (autrement dit, un Q-espace vectoriel), que l’on note multiplicativement ;
en particulier, l’e´le´ment neutre de Γ est note´ 1.
Remarque. En pratique, Γ sera e´gal a` R∗+.
Alge`bre commutative gradue´e
Les de´finitions, conventions et notations relatives a` l’alge`bre commutative
gradue´e que nous utiliserons sont celles adopte´es par Temkin dans [5] ; mais
pour la commodite´ du lecteur, nous allons faire tous les rappels ne´cessaires.
(1.1) Un anneau gradue´ A est un anneau commutatif muni d’une de´composition
(comme groupe abe´lien) en somme directe
⊕
γ∈Γ
Aγ telle que Aγ .Aδ ⊂ Aγδ pour
tout (γ, δ) ; on dira que Aγ est l’ensemble des e´le´ments homoge`nes de degre´ δ.
Un ide´al I de A est dit homoge`ne s’il est engendre´ par des e´le´ments homoge`nes
ou, ce qui revient au meˆme, s’il est e´gal a`
⊕
(I ∩Aγ). Le quotient d’un anneau
gradue´ par un ide´al homoge`ne he´rite d’une graduation naturelle. Un morphisme
d’anneaux gradue´s A→ B est un morphisme d’anneau de A vers B qui envoie
Aγ sur Bγ pour tout γ.
(1.2) Tout anneau commutatif peut eˆtre vu comme un anneau gradue´ par
le biais de la graduation triviale, pour laquelle tout e´le´ment est homoge`ne
de degre´ 1, ce qui permet de voir l’alge`bre commutative gradue´e comme une
ge´ne´ralisation de l’alge`bre commutative classique. Le but de ce qui suit est
d’expliquer succinctement comment certaines de´finitions et the´ore`mes de cette
dernie`re s’e´tendent a` ce nouveau contexte ; nous ne donnerons pas le de´tail
des de´monstrations – elles consistent en la reprise des preuves traditionnelles,
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agre´mente´es lorsqu’il convient de l’adjectif ≪homoge`ne≫ ou ≪gradue´≫ ; le lecteur
pourra en trouver certaines dans [5] et [3].
(1.2.1) Soit A un anneau gradue´. On dit qu’il est inte`gre s’il est non nul et si
le produit de deux e´le´ments homoge`nes non nuls de A est toujours non nul ; on
dit que A est re´duit si tout e´le´ment homoge`ne et nilpotent de A est nul ; on dit
que A est un corps gradue´ s’il est non nul et si tout e´le´ment homoge`ne non nul
de A est inversible.
(1.2.2) Remarque. On prendra garde que l’anneau sous-jacent a` un corps
gradue´ n’est pas un corps en ge´ne´ral (cf. 1.4 infra) ; par contre, un anneau
gradue´ est inte`gre (resp. re´duit) au sens ci-dessus si et seulement si il est inte`gre
(resp. re´duit) comme anneau : la condition est en effet clairement suffisante, et
on voit qu’elle est ne´cessaire en munissant le Q-espace vectoriel Γ d’un ordre
quelconque compatible avec sa loi de groupe, qui permet de conside´rer les termes
de plus haut degre´ des expressions qu’on manipule.
(1.2.3) Un ide´al homoge`ne I d’un anneau gradue´ A est dit premier (resp.
maximal) s’il est diffe´rent de A et si l’on a
ab ∈ I ⇒ a ∈ I ou b ∈ I
pour tout couple (a, b) d’e´le´ments homoge`nes de A (resp. et s’il est maximal
parmi les ide´aux homoge`nes stricts de A). L’ide´al I est premier (resp. maximal)
si et seulement si l’anneau gradue´ A/I est inte`gre (resp. est un corps gradue´).
Tout anneau gradue´ non nul admet un ide´al homoge`ne maximal.
La remarque 1.2.2 ci-dessus se de´cline dans ce contexte : un ide´al homoge`ne
de A est premier si et seulement si il est premier comme ide´al ; il peut par contre
eˆtre maximal en tant qu’ide´al homoge`ne, sans l’eˆtre en tant qu’ide´al tout court.
(1.2.4) Un e´le´ment homoge`ne d’un anneau gradue´ inte`gre est dit irre´ductible
s’il est non inversible et s’il ne peut s’e´crire comme produit non trivial de deux
e´le´ments homoge`nes (on ve´rifie comme au 1.2.2 qu’il ne peut dans ce cas pas
non plus s’e´crire comme produit non trivial de deux e´le´ments quelconques).
Un anneau gradue´ A est dit principal s’il est inte`gre et si tout ide´al homoge`ne
I de A est de la forme (a) pour un certain e´le´ment homoge`ne a de A (qui est
alors uniquement de´termine´ a` un inversible pre`s). Dans un anneau gradue´ prin-
cipal tout e´le´ment homoge`ne non nul s’e´crit de manie`re unique comme produit
d’e´le´ments homoge`nes irre´ductibles, les notions de PGCD et PPCM de deux
e´le´ments homoge`nes sont bien de´finies, les ide´aux homoge`nes premiers non nuls
sont maximaux, un e´le´ment homoge`ne non nul est irre´ductible si et seulement
si l’ide´al homoge`ne qu’il engendre est premier, etc.
(1.3) Soit A un anneau gradue´ et soit (r1, . . . , rn) ∈ Γn. On note
A[r−11 T1, . . . , r
−1
n Tn]
(en omettant e´ventuellement les ri e´gaux a` 1) l’anneau gradue´ dont l’anneau
sous-jacent est A[T1, . . . , Tn], et dont le groupe des e´le´ments homoge`nes de degre´
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s est forme´, pour s fixe´, des polynoˆmes de la forme
∑
aIT
I avec aI homoge`ne
de degre´ sr−I pour tout I.
Par abus, on notera A[[τ1, . . . , τr]] l’anneau gradue´
⊕
s
As[[τ1, . . . , τr]]
ou` As de´signe pour tout s l’ensemble des e´le´ments de A de degre´ s.
(1.4) Soit k un corps gradue´ (e.g. un vrai corps muni de la graduation triviale),
et soit r ∈ Γ tel que kγ = {0} pour tout γ ∈ rZ. L’anneau gradue´
k[r−1T, rT−1] := k[r−1T, rS]/(TS − 1)
est un corps gradue´ qui n’est jamais un corps (au sens usuel) : par exemple,
l’e´le´ment 1 + T n’y est pas inversible.
(1.5) Si k est un corps gradue´ et si γ ∈ Γ l’anneau gradue´ k[T/γ] est principal.
Si P est un e´le´ment homoge`ne de k[T/γ] son degre´ de´signera son degre´ relatif a`
la graduation de k[T/γ] ; lorsqu’on voudra e´voquer son degre´ au sens usuel pour
un polynoˆme, on parlera de degre´ monomial.
Si P est un e´le´ment homoge`ne et unitaire de k[T/γ] et si n de´signe le degre´
monomial de P alors le degre´ de P est e´gal a` γn.
Si P est un e´le´ment homoge`ne de k[T/γ] une racine de P dans k est un
e´le´ment x de k homoge`ne de degre´ γ tel que P (x) = 0. Un e´le´ment x de k
homoge`ne de degre´ γ est racine de P si et seulement si T − x divise P . Si P
est non nul et si n de´signe son degre´ monomial, il a au plus n racines dans k
(compte´es avec multiplicite´) ; il en a exactement n si et seulement si il s’e´crit
sous la forme a
∏
(T − xi) ou` a et les xi sont des e´le´ments homoge`nes de k, les
xi e´tant de surcroˆıt tous de degre´ γ. On dit alors que P est scinde´ dans k.
(1.6) Soit A un anneau gradue´. Une A-alge`bre gradue´e est un anneau gradue´
B muni d’un morphisme A → B d’anneaux gradue´s. Si A est un corps gradue´
et si B est une A-alge`bre gradue´e non nulle alors A → B est injective ; si de
plus B est un corps gradue´, on dit que c’est une extension gradue´e de A.
(1.7) Modules et espaces vectoriels gradue´s. Soit A un anneau gradue´. Un A-
module gradue´ est un A-module (classique) M muni d’une de´composition en
somme directe
⊕
γ∈Γ
Mγ telle que Aγ .Mδ ⊂ Mγδ pour tout (γ, δ) ; on dispose
d’une notion e´vidente d’application line´aire gradue´e de degre´ donne´ δ entre
deux A-modules gradue´s, de sous-module gradue´, de somme directe de modules
gradue´s, de produit tensoriel de modules gradue´s, etc.
Si γ ∈ Γ on note A(γ) le A-module gradue´ dont le A-module sous-jacent
est A et dont la graduation est telle que A(δ)γ = Aγδ pour tout δ. Si M est
un A-module gradue´ et si (mi) est une famille d’e´le´ments homoge`nes de M de
degre´s respectifs γi, il existe une unique application line´aire gradue´e et de degre´
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1 de
⊕
A(γ−1i ) dans M qui envoie 1i sur mi pour tout i ; on dit que la famille
(mi) est libre (resp. ge´ne´ratrice, resp. une base) si cette application est injective
(resp. surjective, resp. bijective). Un A-module est dit de type fini s’il admet
une famille ge´ne´ratrice finie.
Si k est un corps gradue´, on parlera de k-espace vectoriel gradue´ plutoˆt que
de k-module gradue´. Si M est un k-espace vectoriel gradue´, il posse`de une base,
et toutes ses bases ont meˆme cardinal ; ce dernier est appele´ la dimension de M .
(1.8) Si A est un anneau gradue´, si B est une A-alge`bre gradue´e, et siM est un
B-module gradue´ une A-de´rivation de B dans M est une application A-line´aire
gradue´e d : B → M de degre´ 1 telle que da = 0 pour tout e´le´ment homoge`ne
a ∈ A et
d(bb′) = b db′ + b′db
pour tout couple (b, b′) d’e´le´ments homoge`nes de B. La cate´gorie des B-modules
munis d’une A-de´rivation de sourceB admet un objet initial que l’on note ΩB/A ;
c’est le module gradue´ des diffe´rentielles de B sur A.
(1.9) Un anneau gradue´ A est dit local s’il posse`de un et un seul ide´al homoge`ne
maximal. On dispose d’une variante gradue´e du lemme de Nakayama : si A est
un anneau local gradue´ d’ide´al maximal m et si le A-module gradue´ m est de
type fini, une famille finie (mi) d’e´le´ments homoge`nes de m engendre m si et
seulement si les classes des mi engendrent le k-espace vectoriel gradue´ m/m
2,
ou` k = A/m. Le cardinal minimal d’une famille ge´ne´ratrice de m est donc e´gal
a` la dimension de m/m2.
(1.10) Soit A un anneau gradue´ et soit B une A-alge`bre gradue´e. Si b est un
e´le´ment de B homoge`ne de degre´ γ, on dit que b est entier sur A s’il existe un
entier n et un e´le´ment P ∈ A[T/γ]γn unitaire et de degre´ monomial e´gal a` n
tel que P (b) = 0 ; il revient au meˆme (via par exemple un avatar gradue´ du
the´ore`me de Cayley-Hamilton) de demander que b vive dans une sous-A-alge`bre
gradue´e de B qui soit de type fini comme A-module gradue´. L’ensemble des
e´le´ments homoge`nes de B entiers sur A est l’ensemble des e´le´ments homoge`nes
d’une sous-A-alge`bre gradue´e de B que l’on appelle la fermeture inte´grale de A
dans B.
Soit A un anneau gradue´ et soit B une A-alge`bre gradue´e que l’on suppose
entie`re (i.e. constitue´e d’e´le´ments entiers), soit p un ide´al premier homoge`ne
de A et soit q un ide´al premier homoge`ne de B tel que q ∩ A = p. Sous ces
hypothe`ses :
1) p est maximal si et seulement si q est maximal ;
2) si p′ est un ide´al premier de A contenant p, il existe un ide´al premier q′
de B contenant q tel que q′ ∩B = p′ (c’est le going-up gradue´).
La the´orie de Galois gradue´e
(1.11) Soit k un corps gradue´ et soit L une extension de k. Un e´le´ment ho-
moge`ne x de L est dit alge´brique sur k s’il est entier sur k (au sens de 1.10). Si
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x est de plus non nul et si γ de´signe son degre´, l’unique ge´ne´rateur homoge`ne
et unitaire de l’annulateur de x dans k[T/γ] est appele´ le polynoˆme minimal de
x sur k ; il est irre´ductible ; son degre´ monomial est simplement appele´ le degre´
de x sur k.
Une extension gradue´e L de k est dite alge´brique si tous les e´le´ments ho-
moge`nes de L sont alge´briques sur k. Si L est une extension gradue´e alge´brique
de k, le groupe des k-automorphismes de L sera note´ Gal(L/k).
Remarque. Nous n’avons pas de´fini le polynoˆme minimal de 0 pour la raison
suivante : ce dernier devrait eˆtre e´gal a` T , mais pourrait eˆtre vu comme appar-
tenant a` k[T/γ] pour n’importe quel γ ; c’est cette ambigu¨ıte´ qui nous a conduit
a` ne pas le conside´rer.
(1.12) Soit k un corps gradue´ et soit γ ∈ Γ. Si P est un e´le´ment homoge`ne
et irre´ductible de k[T/γ] un corps de rupture de P est une extension gradue´e L
de k engendre´e par une racine de P ; si P est un e´le´ment homoge`ne non nul de
k[T/γ], un corps de de´composition de P est une extension gradue´e L de k dans
laquelle P est scinde´e, et qui est engendre´e par les racines de P .
Si P est un e´le´ment homoge`ne et irre´ductible de k[T/γ], il admet un corps
de rupture, a` savoir k[T/γ]/P ; on en de´duit que si P est un e´le´ment homoge`ne
non nul de k[T/γ], il admet un corps de de´composition. Combine´ avec un rai-
sonnement fonde´ sur le lemme de Zorn, ceci entraˆıne l’existence d’une cloˆture
alge´brique gradue´e de k, c’est-a`-dire d’une extension alge´brique gradue´e L de k
telle que pour tout γ ∈ Γ, tout e´le´ment homoge`ne et non nul P de L[T/γ] soit
scinde´ dans L.
(1.13) Soit k un corps gradue´, soit A une k-alge`bre gradue´e et soit L une ex-
tension gradue´e de k. Si ϕ1, . . . , ϕn sont des morphismes deux a` deux distincts
de A dans L, ils forment une famille libre dans l’ensemble des applications k-
line´aires gradue´es (de degre´ quelconque) de A dans L (c’est la variante gradue´e
du lemme d’inde´pendance des caracte`res de Dedekind). On en de´duit, en appli-
quant ce lemme sur le corps gradue´ L a` la famille des application ψi : L⊗kA→ L
induites par les ϕi, que si A est de dimension finie d sur k, il existe au plus d
morphismes de A dans L.
(1.13.1) En particulier, si F est une extension gradue´e finie de k l’ensemble
des k-plongements de F dans L est fini, de cardinal majore´ par [F : k].
(1.13.2) Supposons de plus que F soit un corps de de´composition d’un e´le´ment
homoge`ne P non nul de k[T/γ] pour un certain γ. Dans ce cas, si P est scinde´
(resp. scinde´ a` racines simples) dans L il y a au moins un (resp. exactement
[F : k]) plongement(s) de F dans L. Cela peut se de´montrer par re´currence
sur [F : k], le point clef e´tant que si Q est un e´le´ment homoge`ne irre´ductible
de k[T/γ] alors T 7→ ϕ(T ) e´tablit une bijection entre Homk(k[T/γ]/Q,L) et
l’ensemble des racines de Q dans L.
(1.13.3) Il s’ensuit que deux corps de de´composition d’un meˆme e´le´ment ho-
moge`ne P de k[T/γ] sont isomorphes ; on en de´duit, a` l’aide du lemme de Zorn,
que deux cloˆtures alge´briques gradue´es de k sont isomorphes.
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(1.14) Alge`bres e´tales gradue´es. Soit k un corps gradue´ et soit k une cloˆture
alge´brique gradue´e de k.
(1.14.1) Si γ ∈ Γ, un e´le´ment homoge`ne non nul P ∈ k[T/γ] est dit se´parable
s’il est premier a` son polynoˆme de´rive´ P ′ (qui est homoge`ne de degre´ δ/γ si
P est homoge`ne de degre´ δ) ; il revient au meˆme de demander que les racines
de P dans k soient toutes simples, ou encore que k[T/γ]/P soit re´duit. Si P
est irre´ductible, il est se´parable si et seulement si P ′ 6= 0 ; en ge´ne´ral, P est
se´parable si et seulement si il n’a que des facteurs irre´ductibles simples, et si
chacun d’eux est se´parable.
Soit L une extension gradue´e alge´brique de k. Soit x un e´le´ment homoge`ne
de L. On dit que x est se´parable sur k s’il existe γ ∈ Γ et un e´le´ment homoge`ne
et se´parable P de k[T/γ] dont x est une racine ; lorsque x 6= 0, cela revient a`
demander que son polynoˆme minimal soit se´parable.
Si tous les e´le´ments homoge`nes de L sont se´parables sur k, on dit que L
elle-meˆme est se´parable sur k.
(1.14.2) Si A est une k-alge`bre gradue´e finie (i.e. de dimension finie sur k),
elle est isomorphe a` un produit fini de k-alge`bres gradue´es locales artiniennes
(i.e. dont l’ide´al homoge`ne maximal est constitue´ d’e´le´ments nilpotents). Si A
est locale, si m de´signe son ide´al homoge`ne maximal et si A/m = k alors ΩA/k
s’identifie au dual gradue´ de m/m2.
(1.14.3) On en de´duit a` l’aide du lemme de Nakayama gradue´ que pour une
k-alge`bre gradue´e finie locale (resp. gradue´e finie quelconque) A les assertions
suivantes sont e´quivalentes :
1) A est re´duite ;
2) A est e´gale a` k (resp. est le produit d’un nombre fini de copies de k) ;
3) ΩA/k = 0.
(1.14.4) Si A est une k-alge`bre gradue´e finie, on dit que A est e´tale si ΩA/k = 0.
Par ce qui pre´ce`de, il revient au meˆme de demander que k⊗k A soit re´duite, ou
encore que k ⊗k A soit un produit fini de copies de k.
Indiquons quelques proprie´te´s qui re´sultent imme´diatement de la de´finition.
Si A est une k-alge`bre gradue´e e´tale alors elle est re´duite (puisqu’elle se
plonge dans k ⊗k A) et est donc un produit de corps.
Si A et B sont deux k-alge`bres gradue´es finies alors A × B est e´tale si et
seulement si A et B sont e´tales.
Si A est une k-alge`bre gradue´e e´tale et si B est une sous-alge`bre gradue´e de
A alors B est e´tale : cela re´sulte du fait que k ⊗k B est alors une sous-alge`bre
gradue´e de k ⊗k B, et est en particulier re´duite.
(1.14.5) Il re´sulte de ce qui pre´ce`de qu’une k-alge`bre gradue´e finie est e´tale si
et seulement si elle s’e´crit comme un produit d’extensions gradue´es finies de k
qui sont e´tales. Pour comprendre ce que sont les k-alge`bres gradue´es e´tales, il
suffit donc de comprendre a` quelle condition une extension gradue´e finie L de k
est e´tale. Soit donc L une extension gradue´e finie de k.
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Supposons que L soit e´tale, soit x un e´le´ment homoge`ne non nul de L dont
on note γ le degre´ et soit P son polynoˆme minimal. En tant que sous-alge`bre
gradue´e de L, la k-alge`bre gradue´e k[x] ≃ k[T/γ]/P est e´tale, c’est-a`-dire qu’elle
reste re´duite apre`s extension des scalaires a` k ; par conse´quent, P est se´parable ;
on en conclut que L est se´parable.
Re´ciproquement, soit L une extension gradue´e finie de k engendre´e comme
k-alge`bre gradue´e par une famille finie (x1, . . . , xn) d’e´le´ments homoge`nes que
l’on suppose se´parables sur k ; quitte a` e´liminer les xi e´gaux a` 0, on peut faire
l’hypothe`se qu’ils sont tous non nuls. Pour tout i, notons Pi le polynoˆme minimal
de xi. Comme xi est se´parable, P
′
i est premier a` Pi et P
′
i (xi) est donc non nul ;
l’e´galite´ Pi(xi) = 0 entraˆıne que P
′
i (xi)dxi = 0 et donc que dxi = 0 ; ceci valant
pour tout i, on a ΩL/k = 0, et L est e´tale.
Ainsi, une k-alge`bre gradue´e finie est e´tale si et seulement si elle s’e´crit
comme un produit fini d’extensions gradue´es se´parables de k. Et pour qu’une
extension gradue´e finie L de k soit se´parable, il suffit qu’elle soit engendre´e par
une famille finie d’e´le´ments se´parables.
(1.14.6) E´nonc¸ons maintenant quelques conse´quences de ce qui pre´ce`de. Si L
est une extension gradue´e finie se´parable de k et si F est une extension gradue´e
finie se´parable de L alors F est une extension gradue´e finie se´parable de k.
Si L est une extension gradue´e quelconque de k, l’ensemble des e´le´ments
homoge`nes de L qui sont se´parables sur k est l’ensemble des e´le´ments homoge`nes
d’une extension gradue´e alge´brique de k appele´e fermeture se´parable de k dans
L ; celle-ci ne posse`de aucune extension se´parable stricte dans L.
Si L est une extension alge´brique de k, la fermeture se´parable de k dans L
est re´duite a` k si et seulement si L est une extension radicielle de k, c’est-a`-dire
si et seulement si le polynoˆme minimal de tout e´le´ment homoge`ne non nul de L
est de la forme T p
n − a ou` a est un e´le´ment homoge`ne non nul de k et ou` p est
l’exposant caracte´ristique de k.
La fermeture se´parable ks de k dans k est une extension gradue´e se´parable
de k n’admettant aucune extension gradue´e finie se´parable stricte. Une telle
extension est appele´e une cloˆture se´parable de k ; deux cloˆtures se´parables de k
sont isomorphes.
(1.15) Soit L une extension gradue´e de k et soit G un groupe fini d’automor-
phismes de L ; supposons que LG = k. Soit x un e´le´ment homoge`ne non nul de L
et soit γ son degre´. Soit P l’e´le´ment
∏
y∈G.x
(T−y) de L[T/γ], qui est homoge`ne de
degre´ γ♯G.x. Le polynoˆme P est invariant sous G et appartient donc a` k[T/γ] ; il
est scinde´ a` racines simples dans L et annule x ; par conse´quent, x est se´parable
sur k, et G.x engendre une sous-extension gradue´e de L finie et se´parable sur k
qui est stable sous G.
Ainsi, L est re´union de ses sous-extensions gradue´es finies et se´parables sur
k stables sous G. Soit F l’une d’elle et soit n sa dimension sur k. Le groupe G
agit sur k⊗k F ≃ kn ; il de´coule de l’e´galite´ LG = k que l’ensemble des e´le´ments
de k ⊗k F ≃ kn invariants sous G est la diagonale k.(1, . . . , 1).
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Par ailleurs, le groupe des automorphismes de la k-alge`bre gradue´e k
n
s’iden-
tifie a` Sn, agissant par permutation des facteurs : cela re´sulte (par exemple) du
fait que les e´le´ments de la forme (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) de k
n
sont ses idempotents
homoge`nes non nuls minimaux, et sont donc permute´s par tout automorphisme.
Comme la sous-alge`bre de k
n
forme´e des e´le´ments invariants sous G est e´gale a`
la diagonale, G agit transitivement sur {1, . . . , n}, ce qui oblige n a` eˆtre infe´rieur
ou e´gal au cardinal de G ; ainsi, [F : k] 6 ♯G.
Par conse´quent, L est une extension gradue´e finie se´parable de k, et l’on a
la majoration [L : k] 6 ♯G. Comme par ailleurs G se plonge dans le groupe des
k-automorphismes de L, lequel a un cardinal borne´ par [L : k], on en de´duit que
[L : k] = ♯G et que G est e´gal au groupe des k-automorphismes de L.
(1.16) Les ingre´dients sont de´sormais re´unis pour disposer d’une the´orie de
Galois gradue´e, qui se de´duit formellement de tout ce qui pre´ce`de. Nous allons
en donner une formulation classique, et une plus cate´gorique, fide`le au point de
vue de Grothendieck.
(1.16.1) La formulation classique. Soit k un corps gradue´ et soit L une exten-
sion gradue´e de k. Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
i) il existe un groupe fini G d’automorphismes de L tel que k = LG ;
ii) l’extension gradue´e L/k est finie, se´parable, et normale (ce qui signifie
que si x est un e´le´ment homoge`ne non nul de L, son polynoˆme minimal P est
scinde´ dans L) ;
iii) il existe γ ∈ Γ et un e´le´ment homoge`ne, non nul et se´parable P ∈ k[T/γ]
tel que L soit un corps de de´composition de P sur k.
De plus si i) est vraie alors G = Gal(L/k) et [L : k] = ♯G, et si ii) ou iii) est
vraie alors k = LGal(L/k).
Lorsqu’une extension gradue´e L de k satisfait ces conditions e´quivalentes,
on dit qu’elle est finie galoisienne. Si L est une extension gradue´e finie galoi-
sienne de k, on dispose sur L de la correspondance de Galois : les applications
H 7→ LH et F 7→ Gal(L/F ) e´tablissent une bijection de´croissante entre l’en-
semble des sous-groupes de Gal(L/k) et celui des sous-extensions gradue´es de
L/k. Si H est un sous-groupe de Gal(L/k) et si F est la sous-extension qui lui
correspond alors F est une extension galoisienne de k si et seulement si H est
un sous-groupe distingue´ de Gal(L/k), ce qui revient a` demander que F soit
stable sous Gal(L/k) ; si c’est le cas, la restriction des automorphismes induit
un isomorphisme Gal(L/k)/H ≃ Gal(F/k).
(1.16.2) La formulation cate´gorique. Soit G le groupe Gal(ks/k) ; c’est un
groupe profini qui co¨ıncide avec Gal (k/k) (cela provient du fait qu’une ex-
tension gradue´e radicielle n’a pas d’automorphismes non triviaux).
Le foncteur A 7→ Homk(A, ks) e´tablit une e´quivalence entre la cate´gorie
des k-alge`bres gradue´es e´tales et celle des G-ensembles discrets finis (un G-
ensemble discret est un ensemble muni d’une action continue de G pour laquelle
les stabilisateurs sont ouverts).
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(1.17) Remarque. Ainsi, la the´orie de Galois classique survit a` peu pre`s mot
pour mot dans le contexte gradue´. Mentionnons toutefois un the´ore`me qui n’est
plus vrai : celui de l’e´le´ment primitif ; nous allons en effet construire un contre-
exemple a` celui-ci.
Soit k0 un vrai corps, que l’on gradue trivialement, et supposons donne´e
une famille libre (γ, δ) du Q-espace vectoriel Γ. De´signons par k le corps gradue´
k0[T/γ, γT
−1, S/δ, δS−1]. Soit n un entier strictement supe´rieur a` 1 et inversible
dans k0, et soit L l’alge`bre gradue´e k[U/γ
1/n, V/δ1/n]/(Un − T, V n − S).
On ve´rifie aise´ment que L est une extension gradue´e finie et se´parable de
degre´ n2 de k. Soit x un e´le´ment homoge`ne de L ; il est de la forme aUmV m
′
ou`
a est un e´le´ment homoge`ne de k ; par conse´quent, xn ∈ k et x ne peut engendrer
L qui est de degre´ n2 sur k.
2 Re´duction gradue´e et the´orie de la ramifica-
tion mode´re´e
On de´signe maintenant par Γ un groupe abe´lien divisible, sans torsion et or-
donne´, toujours note´ multiplicativement. On lui adjoint un e´le´ment 0 absorbant
pour la multiplication. En pratique, Γ sera e´gal a` R∗+.
On fixe un corps k muni d’une valeur absolue ultrame´trique |.| prenant ses
valeurs dans Γ∪ {0}, c’est-a`-dire une application |.| : k → Γ∪ {0} posse´dant les
proprie´te´s suivantes :
• |x| = 0 ⇐⇒ x = 0 ;
• |1| = 1 ;
• |ab| = |a|.|b| pour tout (a, b) ;
• |a+ b| 6 max(|a|, |b|) pour tout (a, b).
On ve´rifie aussitoˆt que |a+ b| = max(|a|, |b|) de`s que |a| et |b| diffe`rent.
(2.1) Si A est une k-alge`bre, une semi-norme sur A est une application ||.||
de A dans Γ ∪ {0} telle que ||a + b|| 6 max(||a||, ||b||) pour tout (a, b) et telle
que ||λa|| = |λ|.||a|| pour tout λ ∈ k et tout a ∈ A ; la` encore, on a ||a + b|| =
max(||a||, ||b||) de`s que ||a|| et ||b|| diffe`rent. Si de plus ||a|| = 0 ⇐⇒ a = 0, on
dira que ||.|| est une norme.
(2.2) Soit A une k-alge`bre munie d’une semi-norme ||.||. Pour tout r ∈ Γ, on
note A6r (resp. A<r) le sous-groupe de A forme´ des e´le´ments a tels que ||a|| 6 r
(resp. ||a|| < r).
On de´signe par A˜ la re´duction gradue´e de A au sens de Temkin, c’est-a`-dire
l’alge`bre Γ-gradue´e
⊕
r∈Γ
A6rA<r. Si a ∈ A et si r est un e´le´ment de Γ tel que
||a|| 6 r, on notera a˜r l’image de a dans A˜r ; si r = ||a||, on e´crira simplement
a˜ ; si ||a|| = 0, on pose a˜ = 0.
Remarquons que A˜1 n’est autre que la re´duction classique de A.
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Lorsqu’on applique cette construction a` A = k, l’anneau gradue´ k˜ obtenu
est un corps gradue´, appele´ corps gradue´ re´siduel de k ; le corps re´siduel de k
au sens classique est e´gal a` k˜1. On de´signe par p l’exposant caracte´ristique de k˜
(qui est e´gal a` celui de k˜1).
(2.3) Lemme. Soit (ai) une famille d’e´le´ments de A. Les propositions suivantes
sont e´quivalentes :
i) (a˜i) est une famille libre du k˜-espace vectoriel gradue´ A˜ ;
ii) Les normes des ai sont toutes non nulles, et ||
∑
λiai|| = max |λi|.||ai||
pour toute famille (λi) d’e´le´ments de k. 
(2.4) Corollaire. On a l’ine´galite´ dimk˜ A˜ 6 dimk A.
De´monstration. Cela re´sulte du fait que toute famille d’e´le´ments de A qui
ve´rifie ii) est libre. 
Corps re´siduels gradue´s et the´orie de Galois
(2.5) On suppose maintenant que le corps value´ k est hense´lien, dans le sens
suivant : pour toute extension finie L de k, il existe une unique valeur absolue
sur L a` valeurs dans Γ∪{0} et qui prolonge celle de k. Si L est une extension finie
de k, on la conside`rera implicitement comme munie de l’unique prolongement
de |.|, que l’on notera encore |.|. Si E est une k-alge`bre e´tale, elle est isomorphe
a` un produit fini
∏
Li, ou` Li est pour tout i une extension se´parable de k, et
nous la conside´rerons comme une alge`bre norme´e via l’application
(x1, . . . , xn) 7→ max |xi|.
Commenc¸ons par e´tablir diffe´rentes variantes gradue´es du lemme de Hensel.
(2.6) Soit P = Xn +
∑
i6n−1 aiX
i un polynoˆme unitaire a` coefficients dans
k ; soit L un corps de de´composition de P . Posons ρ(P ) = max |ai|1/n−i. Un
calcul imme´diat montre que si x ∈ L est tel que |x| > ρ(P ), alors |x|n > |ai|.|x|i
pour tout i 6 n − 1 ; en conse´quence, x ne peut eˆtre racine de P . Par ailleurs,
si ρ(P ) majorait strictement en valeur absolue toutes les racines de P dans
L, l’expression des ai en fonction de ces dernie`res fournirait l’ine´galite´ absurde
max |ai|1/n−i < ρ(P ) ; il en de´coule que ρ(P ) co¨ıncide avec le maximum des
valeurs absolues des racines de P dans L. Si Q divise P , alors ρ(Q) 6 ρ(P ).
Pour tout r ∈ Γ majorant ρ(P ), on notera P˜r le polynoˆme Xn+
∑
a˜i,rn−iX
i
a` coefficients dans k˜ ; c’est un e´le´ment de k˜[X/r] homoge`ne de degre´ rn. Si P
s’e´crit RS avec R et S unitaires, on a a alors P˜r = R˜rS˜r ; en particulier, si l’on
e´crit P =
∏
(X−xi) dans L, alors P˜r =
∏
(X− x˜i,r). On en de´duit que r > ρ(P )
si et seulement si P˜r = X
n.
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Si ρ(P ) > 0 (autrement dit si P n’est pas une puissance de X), on e´crira
simplement P˜ au lieu de P˜ρ(P ).
Si r ∈ Γ et si R est un e´le´ment unitaire et homoge`ne de k˜[X/r], on appellera
rele`vement admissible de R tout polynoˆme unitaire R appartenant a` k[X ], tel
que ρ(R) 6 r et tel que R˜r = R ; l’existence d’un tel rele`vement est imme´diate.
(2.7) Lemme. Soit P un polynoˆme unitaire a` coefficients dans k et soit r un
e´le´ment de Γ supe´rieur ou e´gal a` ρ(P ). Supposons que P˜r admet une factorisa-
tion P˜ = RS, ou` R et S sont des e´le´ments homoge`nes, unitaires, non constants
et premiers entre eux de k˜[X/r] ; sous cette hypothe`se ρ(P ) = r et P n’est pas
irre´ductible sur k.
De´monstration. Comme R et S sont premiers entre eux, P˜r est diffe´rent de
Xn et l’on a donc ρ(P ) = r. Il reste a` montrer que P n’est pas irre´ductible ; on
raisonne par l’absurde en supposant qu’il l’est.
Soit L un corps de de´composition de P ; e´crivons P =
∏
(X − xi) dans L.
Puisque
∏
(X − x˜i,r) = RS, il existe deux indices i et j distincts tels que x˜i,r
(resp. x˜j,r) soit une racine de R (resp. de S) ; comme R et S sont premiers entre
eux, x˜j,r n’annule pas R.
Soit R un releve´ admissible de R. Si m de´signe de degre´ de R en X , alors
|R(xi)| < rm puisque R(x˜i,r) = 0.
Soit g un k-automorphisme de L envoyant xi sur xj ; on a ne´cessairement
|R(xj)| = |g(R(xi))| = |R(xi)| < rm, ce qui est contradictoire avec le fait que
R(x˜j,r) 6= 0. 
(2.8) Lemme. Soit P un polynoˆme unitaire a` coefficients dans k et soit r un
e´le´ment de Γ majorant ρ(P ). Supposons que P˜r s’e´crit
∏
Pi, ou` les Pi sont des
e´le´ments homoge`nes, unitaires, non constants et deux a` deux premiers entre eux
de k˜[X/r]. Le polynoˆme P admet alors une factorisation P =
∏
Pi ou` chaque
Pi est unitaire et tel que P˜i,r = Pi.
De´monstration. On raisonne par re´currence sur le degre´ de P . S’il est nul
le re´sultat est trivial ; on suppose donc que deg P > 0 et que le re´sultat a e´te´
prouve´ en degre´s strictement infe´rieurs a` deg P . Si le nombre de facteurs Pi est
e´gal a` 1, il n’y a rien a` de´montrer ; sinon, il re´sulte du lemme 2.7 que P n’est pas
irre´ductible ; e´crivons alors P = QR, ou` Q et R sont unitaires et non constants ;
notons que P˜r = Q˜rR˜r.
Pour tout i notons Qi (resp. Ri) le PGCD unitaire de Q˜ (resp. R˜) et Pi. Les
Qi (resp. Ri) sont homoge`nes, unitaires et deux a` deux premiers entre eux ; on
a Q˜r =
∏
Qi, R˜r =
∏
Ri et QiRi = Pi pour tout i. Comme R et Q sont tous
deux de degre´ strictement infe´rieur a` deg P , l’on peut leur appliquer l’hypothe`se
de re´currence ; on peut donc e´crire Q =
∏
Qi et R =
∏
Ri ou` Qi (resp. Ri) est
pour tout i un polynoˆme unitaire tel que Q˜i = Qi (resp. R˜i = Ri). La famille
des polynoˆmes Pi := QiRi convient alors. 
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(2.9) Corollaire (lemme de Hensel gradue´). Soit P un polynoˆme unitaire
a` coefficients dans k et soit r un e´le´ment de Γ majorant ρ(P ). Si P˜r admet une
racine simple λ dans k˜r, il existe alors une et une seule racine l de P dans k
telle que l˜r = λ. 
(2.10) Proposition. Soit L une extension finie de k ; posons e = [|L∗| : |k∗|]
et f = [L˜1 : k˜1]. On a alors [L : k] > [L˜ : k˜] = ef . De plus, les conditions
suivantes sont e´quivalentes :
i) L˜ est une extension se´parable de k˜ ;
ii) L˜1 est une extension se´parable de k˜1 et [|L∗| : |k∗|] est premier a` p.
De´monstration. Pour tout e´le´ment γ de |k∗|, choisissons λγ dans k∗ tel que
|λγ | = γ. Pour tout e´le´ment δ de |L∗|/|k∗| donnons-nous µδ ∈ L∗ telle que
l’image de |µδ| dans |L∗|/|k∗| soit e´gale a` δ. Fixons enfin une base (α1, . . . , αf )
de L˜1 sur k˜1. Des deux de´compositions
k˜ =
⊕
γ
k˜1.λ˜γ et L˜ =
⊕
γ,δ
L˜1.µ˜δ.λ˜γ ,
on de´duit que (αiµ˜δ) est une base de L˜ sur k˜, d’ou` l’e´galite´ [L˜ : k˜] = ef . La
majoration [L˜ : k˜] 6 [L : k] est fournie par le corollaire 2.4.
Supposons que i) soit vraie ; le polynoˆme minimal sur k˜ de tout e´le´ment
homoge`ne non nul de L˜ est alors se´parable ; c’est en particulier vrai pour les
e´le´ments de de degre´ 1, c’est-a`-dire ceux qui appartiennent a` L˜∗1 ; ainsi, L˜1 est
se´parable sur k˜1. Par ailleurs, soit x un e´le´ment de L
∗ tel que |x|p appartienne a`
|k∗|. Il existe l ∈ L˜1 et ω ∈ k˜ tel que x˜p = lω ; on en de´duit que x˜ est purement
inse´parable sur le sous-corps gradue´ L˜1.k˜ de L˜. Le corps L˜ est par hypothe`se
se´parable sur k˜, il l’est a fortiori sur L˜1.k˜. En conse´quence, x˜ ∈ L˜1.k˜ ; ceci
implique que le degre´ de x˜, autrement dit la valeur absolue de x, appartient a`
|k∗| ; on a donc e´tabli ii).
Supposons que ii) soit vraie. Le corps sous-corps gradue´ L˜1.k˜ de L˜ est alors
se´parable sur k˜. Soit ξ un e´le´ment homoge`ne non nul de L˜ et soit x un e´le´ment
de L∗ tel que x˜ = ξ. Soit m un entier premier a` p tel que |x|m ∈ |k∗|. Il existe
l ∈ L˜1 et ω ∈ k˜ tel que ξm = lω ; en conse´quence, ξ est se´parable sur L˜1.k˜. Le
corps L˜ est donc se´parable sur L˜1.k˜, lequel est lui-meˆme se´parable sur k˜ ; de`s
lors, L˜ est se´parable sur k˜. 
La ramification mode´re´e
On se propose maintenant de reformuler la the´orie de la ramification mode´re´e
dans le langage des re´ductions gradue´es ; comme nous allons le voir, les ex-
tensions mode´re´ment ramifie´s se comportent, dans ce cadre, comme les exten-
sions non ramifie´es dans le contexte classique – on retrouve ainsi un phe´nome`ne
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bien connu en ge´ome´trie logarithmique, a` laquelle le point de vue gradue´ est
e´troitement apparente´.
Ce qui suit est donc simplement une pre´sentation nouvelle de re´sultats tre`s
classiques ; mais nous avons choisi, pour la commodite´ du lecteur, d’en redonner
les de´monstrations, que nous avons traduites en langage gradue´ pour qu’elles
fournissent directement les e´nonce´s requis.
(2.11) Proposition. Soit L une extension finie galoisienne de k.
a) Les extensions L˜/k˜ et L˜1/k˜1 sont normales, et les deux fle`ches naturelles
Gal(L/k)→ Gal(L˜/k˜) et Gal(L˜/k˜)→ Gal(L˜1/k˜1) sont surjectives ;
b) La seconde fle`che mentionne´e ci-dessus s’inse`re dans une suite exacte
1→ Hom(|L∗|/|k∗|, L˜∗1)→ Gal(L˜/k˜)→ Gal(L˜1/k˜1)→ 1.
De´monstration. Prouvons a). Soit ξ un e´le´ment homoge`ne non nul de L˜ ;
relevons-le en un e´le´ment x de L, de valeur absolue e´gale au degre´ r de ξ. Soit
P le polynoˆme minimal de x sur L. E´crivons P =
∏
(X − xi), ou` x1, . . . , xd
sont les e´le´ments de l’orbite de x sous Gal(L/k). Remarquons que ρ(P ) = r > 0.
Le polynoˆme P˜ est donc bien de´fini, il est e´gal a`
∏
(X − x˜i) ; c’est un e´le´ment
unitaire homoge`ne de k˜[X/r] qui annule ξ et est scinde´ dans L˜ ; le polynoˆme
minimal R de ξ est donc scinde´ dans L˜, ce qui montre que L˜ est une extension
normale de k˜. En se limitant au cas ou` ξ est de degre´ 1, on e´tablit en particulier
le caracte`re normal de L˜1/k˜1.
Soit η une racine de R distincte de ξ ; elle co¨ıncide avec x˜i pour un certain
i. Il existe g ∈ Gal(L/k) tel que g(x) = xi, et l’image de g dans Gal(L˜/k˜) envoie
ξ sur η. On en de´duit qu’un e´le´ment homoge`ne non nul de L˜ est invariant sous
l’image de Gal(L/k) si et seulement si il co¨ıncide avec tous ses conjugue´s, donc si
et seulement si il est invariant sous l’image de Gal(L˜/k˜) ; par la correspondance
de Galois, l’image de Gal(L/k) est e´gale a` Gal(L˜/k˜) tout entier. La` encore, il
suffit de se restreindre au cas ou` ξ est de degre´ 1 pour obtenir la surjectivite´ de
Gal(L/k)→ Gal(L˜/1k˜1).
E´tablissons maintenant b). La |L∗|-graduation de L˜ induit sur ce dernier
une |L∗|/|k∗|-graduation L˜ = ⊕
δ∈|L∗|/|k∗|
Eδ ; pour tout δ l’ensemble Eδ−{0} est
un (L˜1.k˜)
∗-torseur, le terme de torseur e´tant ici a` prendre dans une acception
homoge`ne que nous laissons au lecteur le soin de pre´ciser ; notons que E1 = L˜1.k˜.
Soit ψ un morphisme de groupes de |L∗|/|k∗| dans L˜∗1. L’application de L˜
dans lui-meˆme qui envoie
∑
xδ sur
∑
ψ(δ)xδ est un L˜1.k˜-automorphisme de
L˜ ; la fle`che Hom(|L∗|/|k∗|, L˜∗1) → Gal(L˜/L˜1.k˜) ainsi de´finie est injective par
construction.
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Montrons qu’elle est surjective. Soit ϕ ∈ Gal(L˜/L˜1.k˜) et soit δ ∈ |L∗|/|k∗|. Si
x et y sont deux e´le´ments non nuls et homoge`nes de Eδ, leur quotient appartient
a` L˜1.k˜ et l’on a donc ϕ(x)/ϕ(y) = x/y ; ceci implique l’existence d’un e´le´ment
homoge`ne non nul ψ(δ) de L˜1.k˜ tel que ϕ(x) = ψ(δ)x pour tout x ∈ Eδ ; cette
e´galite´ applique´e a` n’importe quel e´le´ment x homoge`ne et non nul de Eδ force
le degre´ de ψ(δ) a` eˆtre e´gal a` 1, et l’on a donc ψ(δ) ∈ L˜∗1. Du fait que ϕ est
un morphisme on de´duit imme´diatement que ψ ∈ Hom(|L∗|/|k∗|, L˜∗1), d’ou` la
surjectivite´ souhaite´e.
Le groupe Hom(|L∗|/|k∗|, L˜∗1) s’identifie donc a` Gal(L˜/L˜1.k˜), ce qu’il fallait
de´montrer. 
(2.12) Si L est un extension finie galoisienne de k, on note Igrad(L/k) le groupe
d’inertie gradue´ de L/k, c’est-a`-dire le noyau de Gal(L/k)→ Gal(L˜/k˜). Remar-
quons que par de´finition, Igrad(L/k) est l’ensemble des k-automorphismes g de
L tels que pour tout x non nul dans L, l’on ait l’ine´galite´ |g(x)− x| < |x|.
(2.13) Lemme. Soit L une extension finie galoisienne de k et soit F une
sous-extension galoisienne de L. La suite
1→ Igrad(L/F )→ Igrad(L/k)→ Igrad(F/k)→ 1
est exacte.
De´monstration. Le seul fait non imme´diat est la surjectivite´ de la fle`che
Igrad(L/k) → Igrad(F/k). Soit g ∈ Igrad(F/k) ; relevons-le en un e´le´ment g′ de
Gal(L/k). Par de´finition de Igrad(F/k), l’action de g
′ sur F˜ est triviale. Comme
Gal(L/F ) se surjecte sur Gal(L˜/F˜ ), il existe h appartenant a` Gal(L/F ) tel que
g′h−1 agisse trivialement sur L˜. Par construction, g′h−1 est un e´le´ment de
Igrad(L/F ) qui rele`ve g. 
(2.14) Proposition. Soit L une extension finie galoisienne de k. Notons I(L/k)
le noyau de Gal(L/k) → Gal(L˜1/k˜1). Le groupe Igrad(L/k) est l’unique p-sous-
groupe de Sylow de I(L/k).
De´monstration. Montrons tout d’abord que Igrad(L/k) est un p-groupe. Soit
g un e´le´ment de Igrad(L/k) dont l’ordre q est premier a` p, et soit E le sous-corps
de L forme´ des e´le´ments invariants sous g. Soit x un e´le´ment de L ; l’e´le´ment
y = x − TrL/E(x)/q de L est de trace nulle sur E ; on a donc
∑
gi(y) = 0,
soit encore qy −∑(gi(y) − y) = 0. Comme q est premier a` p, on a |qy| = |y| ;
comme g appartient a` Igrad(L/k), on a |gi(y) − y| < |y| pour tout i si y 6= 0 ;
par conse´quent y = 0 et x ∈ E. On vient de montrer que E co¨ıncide avec L, et
partant que g = Id ; le groupe Igrad(L/k) est donc bien un p-groupe.
Il reste a` prouver que I(L/k)/Igrad(L/k) est d’ordre premier a` p ; or en vertu
de la proposition2.11, ce quotient s’identifie a` Hom(|L∗|/|k∗|, L˜∗1) ; on conclut en
remarquant que la torsion de L˜∗1 est premie`re a` p. 
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(2.15) Proposition. Soit L une extension finie galoisienne de k ; de´signons
par F le sous-corps de L forme´ des invariants sous Igrad(L/k). On a l’e´galite´
[F˜ : k˜] = [F : k]. Par ailleurs, F˜ est une extension galoisienne de k˜, et la
surjection naturelle Gal(L˜/k˜)→ Gal(F˜ /k˜) est bijective ; autrement dit, le corps
F˜ est la fermeture se´parable de k˜ dans L˜.
De´monstration. Comme Igrad(L/k) est un sous-groupe distingue´ de G (en
tant que noyau d’un homomorphisme), F est une extension galoisienne de k.
Comme Igrad(L/k) agit trivialement sur F , la suite exacte du lemme 2.13 assure
que Igrad(F/k) est trivial, et donc que Gal(F/k) → Gal(F˜ /k˜) est bijective. Des
e´galite´s et ine´galite´s
[F : k] = ♯Gal(F/k) = ♯Gal(F˜ /k˜) 6 [F˜ : k˜] 6 [F : k],
il vient [F : k] = ♯Gal(F˜ /k˜) = [F˜ : k˜].
Il en de´coule que F˜ est une extension galoisienne de k˜. D’autre part, Gal(L˜/k˜)
s’identifie au quotient de Gal(L/k) par Igrad(L/k), soit encore a` Gal(F/k), lequel
est naturellement isomorphe a` Gal(F˜ /k˜) d’apre`s ce qui pre´ce`de. La surjection
Gal(L˜/k˜)→ Gal(F˜ /k˜) est en conse´quence bijective. 
(2.16) Proposition. Soit L une extension finie galoisienne de k et soit E un
sous-corps de L. Soit F le sous-corps de L forme´ des invariants sous Igrad(L/k).
Les propositions suivantes sont e´quivalentes :
i) E est inclus dans F ;
ii) E˜ est se´parable sur k˜ et [E˜ : k˜] = [E : k].
iii) [E˜ : k˜] = [E : k], E˜ est se´parable sur k˜ et |E∗|/|k∗| est d’ordre premier
a` p.
De´monstration. L’e´quivalence de ii) et iii) re´sulte de la proposition 2.10.
Montrons que i) ⇒ ii). Supposons donc E ⊂ F . Dans ce cas, E˜ ⊂ F˜ , et E˜
est donc se´parable sur k˜ par la proposition 2.15. Par ailleurs, comme Igrad(L/k)
fixe les e´le´ments de F , on a l’e´galite´ Igrad(L/E) = Igrad(L/k) ; la proposition
2.15 assure alors que [F˜ : E˜] = [F : E] ; comme elle garantit e´galement que
[F˜ : k˜] = [F : k], on a bien [E˜ : k˜] = [E : k].
Montrons maintenant que ii) ⇒ i). Supposons donc que E satisfait ii) ; on
a alors E˜ ⊂ F˜ en vertu de la proposition 2.15. Soit ξ un e´le´ment homoge`ne non
nul de E˜•, soit r son degre´ et soit R ∈ k˜•[X/r] son polynoˆme minimal sur k˜.
Soit R un rele`vement admissible de R dans k[X ]. Comme R est se´parable, le
lemme de Hensel gradue´ assure que R posse`de une unique racine x dans E qui
rele`ve ξ, qu’il posse`de une unique racine y dans F qui rele`ve ξ, et une unique
racine z dans L qui rele`ve ξ ; en conse´quence, x = y = z et ξ ∈ ˜(E ∩ F ) ; il en
de´coule que ˜(E ∩ F ) = E˜.
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De`s lors [E : k] = [E˜ : k˜] = [ ˜(E ∩ F ) : k] = [(E ∩ F ) : k], la premie`re e´galite´
e´tant satisfaite par hypothe`se, la seconde parce que ˜(E ∩ F ) = E˜, et la troisie`me
en vertu de l’implication i)⇒ ii) de´ja` e´tablie ; on en de´duit que E ⊂ F . 
(2.17) Remarque. Soit E une sous-extension de L telle que [E : k] soit premier
a` p. Le groupe Gal(L/E) contient alors au moins un p-sous-groupe de Sylow S
de Gal(L/k) ; comme Igrad(L/k) est un p-sous-groupe distingue´ de Gal(L/k), il
est contenu dans S, et donc dans Gal(L/E) ; en conse´quence, E ⊂ F .
Passage a` la limite
De la section pre´ce´dente se de´duisent aise´ment les faits qui suivent.
(2.18) Soit ks une cloˆture se´parable de k. On de´signe par Igrad(k
s/k) la limite
projective des Igrad(L/k), ou` L parcourt la famille des sous-extensions finies et
galoisiennes de ks ; on pose M = (ks)Igrad(k
s/k). Le corps M˜ est la fermeture
se´parable de k˜ dans k˜s et Gal(M/k) ≃ Gal(M˜/k˜) ≃ Gal(k˜s/k˜) ; si l’on note
Π(ks/k) ce dernier groupe, il s’inse`re dans une suite exacte naturelle
1→ Hom(|(ks)∗|/|k∗|, (˜ks)∗)→ Π(ks/k)→ Gal(k˜s1/k˜1)→ 1.
On dit qu’une k-alge`bre e´tale E est mode´re´ment ramifie´e si E ⊗k M est un
produit fini de copies deM ; l’alge`bre E est mode´re´ment ramifie´e si et seulement
si E˜ est une k˜-alge`bre e´tale de dimension e´gale a` [E : k] (la structure d’alge`bre
norme´e sur E a e´te´ de´finie au 2.5) ; la cate´gorie des k-alge`bres e´tales mode´re´ment
ramifie´es est e´quivalente a` celle des Π(ks/k)-ensembles finis ; le foncteur E 7→
E˜ e´tablit une e´quivalence entre la cate´gorie des k-alge`bres e´tales mode´re´ment
ramifie´es et celle des k˜-alge`bres e´tales de´ploye´es par M˜ .
On peut ame´liorer cette dernie`re assertion.
(2.19) Lemme. Toute k˜-alge`bre e´tale est de´ploye´e par M˜ .
De´monstration. Il suffit de montrer que M˜ est se´parablement clos. Soit r un
e´le´ment de Γ et soit R un e´le´ment unitaire, homoge`ne et se´parable de M˜ [X/r] ;
soit R un rele`vement admissible de R dans M [X ]. Comme R est se´parable, R
l’est e´galement (l’image de son discriminant dans M˜r co¨ıncide avec le discrimi-
nant de R) ; en conse´quence, il a une racine x dans ks. Par construction, x˜r est
une racine de R dans k˜s, qui est se´parable sur k˜ et vit de ce fait dans M˜ . 
(2.20) Ainsi, E 7→ E˜ e´tablit une e´quivalence entre la cate´gorie des k-alge`bres
e´tales mode´re´ment ramifie´es et celle des k˜-alge`bres e´tales. Chacune de ces deux
cate´gories est par ailleurs naturellement e´quivalente a` celle des Π(ks/k)-ensembles
finis, le diagramme que l’on imagine e´tant (essentiellement) commutatif.
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(2.21) Soit K une extension Γ-value´e hense´lienne de k et soit Ks une cloˆture
se´parable de K ; soit ks la fermeture se´parable de k dans Ks. Il re´sulte des
de´finitions que Gal(Ks/K) → Gal(ks/k) envoie Igrad(Ks/K) dans Igrad(ks/k), et
induit en particulier une fle`che Π(Ks/K) → Π(ks/k). Il en de´coule que si E
est une k-alge`bre e´tale mode´re´ment ramifie´e, alors K ⊗k E est une K-alge`bre
e´tale mode´re´ment ramifie´e ; si E de´signe le Π(ks/k)-ensemble correspondant a`
E, alors le Π(Ks/K)-ensemble qui correspond a` K ⊗k E est simplement celui
de´duit de E via la fle`che Π(Ks/K)→ Π(ks/k). En utilisant le 2.20 ci-dessus, on
voit que ˜(K ⊗k E) s’identifie a` K˜⊗k˜ E˜.
3 Les polydisques virtuels
La re´duction d’un polydisque
A` partir de maintenant, le groupe ordonne´ Γ est e´gal a` R∗+, et k de´signe un
corps ultrame´trique complet.
(3.1) Soit X un espace k-analytique au sens de Berkovich ([1] et [2] ; le choix
d’une the´orie ge´ome´trique pre´cise est en re´alite´ sans grande importance ici, cf.
l’introduction) ; soit A l’alge`bre des fonctions analytiques sur X . Pour tout re´el
r strictement positif, on note A6r (resp. A<r) le sous-anneau de A forme´ des
e´le´ments a tels que ||a||∞ 6 r (resp. ||a||∞ < r) ; on de´signe par A≺r le comple´te´
de A<r, pour la topologie de la convergence en norme sur tout domaine affino¨ıde,
qui n’est autre que la topologie de la convergence uniforme sur tout compact
de`s que X est re´duit. Remarquons que si X est compact, A≺r = A<r. On
pose A˜ =
⊕
r
A6r/A≺r ; c’est un anneau gradue´. Si a ∈ A et si r est un re´el
strictement positif supe´rieur ou e´gal a` ||a||∞, on notera a˜r l’image de a dans
A˜r. Si r = ||a||∞, on e´crira simplement a˜. La formation de A˜ est clairement
fonctorielle en X .
Remarque. Si X est compact (e.g. affino¨ıde), alors A est une alge`bre de
Banach et A˜ est sa re´duction gradue´e au sens de´fini par Temkin.
(3.2) Un exemple : le cas d’un polydisque. Soit r = (r1, . . . , rn) ∈ (R∗+)n,
soit X le k-polydisque ouvert de polyrayon (r1, . . . , rn) et soit A son alge`bre
des fonctions analytiques ; on de´signe par T1, . . . , Tn les fonctions coordonne´es
sur X .
(3.2.1) Soit r un re´el strictement positif.
• A6r est l’ensemble des se´ries
∑
aIT
I telles que |aI |rI 6 r pour tout I ;
• A<r est l’ensemble des se´ries
∑
aIT
I pour lesquelles il existe s < r tel que
|aI |rI 6 s pour tout I ;
• A≺r est l’ensemble des se´ries
∑
aIT
I telles que |aI |rI < r pour tout I.
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(3.2.2) Quitte a` re´ordonner les ri et les Ti, on peut supposer qu’il existe j tel
que ri soit de torsion modulo |k∗| si et seulement si i 6 j. Pour tout i 6 j,
notons ni l’ordre de ri modulo |k∗| et choisissons λi ∈ k∗ tel que rnii = |λi|.
Il de´coule du 3.2.1 ci-dessus qu’il existe un isomorphisme de k˜-alge`bres
gradue´es entre A˜ et
k˜•[[τ1, . . . , τj ]] [r
−1
1 t1, . . . , r
−1
n tn]/ (λ˜1
−1
tn11 − τ1, . . . , λ˜j
−1
t
nj
j − τj )
modulo lequel T˜i = ti pour tout i ∈ {1, . . . n}.
(3.2.3) Le mono¨ıde constitue´ par les degre´s des e´le´ments homoge`nes non nuls
de A˜ est e´gal a` |k∗|.rN1 .rN2 . . . . rNn ; ce dernier ne de´pend donc que des proprie´te´s
intrinse`ques (i.e. inde´pendantes de son plongement dans An,ank ) de l’espace k-
analytique X .
(3.2.4) L’anneau A˜ est un anneau gradue´ inte`gre et local, dont l’ide´al maxi-
mal m est engendre´ par (t1, . . . , tn). Pour tout entier d, le k˜-espace vectoriel
gradue´ m˜d/m˜d+1 (resp. A˜ /md+1) s’identifie au sous espace vectoriel gradue´ de
k˜[r−11 t1, . . . , r
−1
n tn] forme´ des polynoˆmes qui sont homoge`nes de degre´ d (resp.
de degre´ d), ou` le degre´ et l’homoge´ne´ite´ sont pris ici dans leur sens usuel,
c’est-a`-dire monomial. Donnons deux conse´quences de ces faits :
• pour tout entier d, la fle`che naturelle
Sd(m/m2)→ md/md+1
est un isomorphisme ;
• l’anneau A˜ est un anneau gradue´ local complet, ce qui signifie que pour
tout r ∈ R∗+, la fle`che naturelle A˜r → lim← (A˜ /m
d)r est un isomorphisme.
(3.2.5) Si F est une extension comple`te quelconque de k, on de´duit des des-
criptions explicites donne´es ci-dessus (que l’on utilise sur k et sur F ) : que
l’anneau des fonctions analytiques sur XF s’identifie naturellement a` F ⊗̂kA (la
comple´tion e´tant a` prendre au sens de la convergence uniforme sur tout com-
pact) ; et que ˜(F ⊗̂kA ) s’identifie au comple´te´ de F˜ ⊗k˜ A˜ en son ide´al homoge`ne
maximal (t1, . . . , tn).
(3.3) De´finition. On conserve les notations X,A , etc. introduites ci-dessus.
On dira qu’une famille (f1, . . . , fn) de fonctions sur X est un syste`me de coor-
donne´es si les fi induisent un isomorphisme entre X et un polydisque ouvert de
An,ank centre´ en l’origine. Si c’est le cas et si l’on pose si = ||fi||∞ pour tout i le
polydisque ouvert en question est celui de polyrayon (s1, . . . , sn) ; remarquons
qu’en vertu de 3.2.3 on a alors
|k∗|rN1 rN2 . . . rNn = |k∗|sN1 sN2 . . . sNn.
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(3.4) Proposition. Soit (f1, . . . , fn) une famille de fonctions borne´es sur X.
Les propositions suivantes sont e´quivalentes :
i) les fi forment un syste`me de coordonne´es de X ;
ii) les f˜i appartiennent a` l’ide´al maximal m de A˜ et en constituent une
famille ge´ne´ratrice ;
iii) les f˜i appartiennent a` m et leurs images dans m/m
2 en constituent une
base (en tant que k˜-espace vectoriel gradue´).
De´monstration. L’e´quivalence entre ii) et iii) re´sulte du lemme de Nakayama
gradue´ ; l’implication i) ⇒ ii) re´sulte du 3.2.1 ; on suppose maintenant que ii)
est vraie, et l’on cherche a` e´tablir i) ; pour tout i, on de´signe par si le rayon
spectral de fi. Soit Y le polydisque ouvert de polyrayon (s1, . . . , sn) et soit
ϕ le morphisme X → Y induit par les fi ; nous allons montrer que ϕ est un
isomorphisme.
(3.4.1) E´crivons fi =
∑
ai,IT
I pour tout i ; pour tout j compris entre 1 et n
on note ej le multi-indice (δjℓ)ℓ. Il de´coule de nos hypothe`ses que |ai, I|rI 6 ρi
pour tout (i, I), que |a(i,0)| < ρi pour tout i et que le de´terminant
∣∣∣a˜i,ej ρir−1j
∣∣∣
(i,j)
est un e´le´ment non nul de k˜R, ou` R = (
∏
ρi) (
∏
rj)
−1
.
(3.4.2) La translation τ par (−a1,0,−a2,0, . . . ,−an,0) induit en vertu de 3.4.1
un automorphisme de Y ; quitte a` remplacer ϕ par τ ◦ ϕ, on peut de´sormais
supposer que ai,0 = 0 pour tout i.
(3.4.3) Il re´sulte de 3.4.1 que le de´terminant
∣∣ai,ej
∣∣
(i,j)
est de valeur absolue
e´gale a` R ; il est en particulier non nul, ce qui signifie que (f1, . . . , fn) est une
base de n/n2, ou` n est l’ide´al maximal de k[[T]]. Par conse´quent, le morphisme
continu de k[[T]] dans lui-meˆme induit par les fi est un isomorphisme ; cela
entraˆıne en particulier l’existence pour tout i d’une unique se´rie gi ∈ n telle que
gi(fi) = T
i. Nous allons montrer que chacune des gi converge sur Y , et que
la fonction qu’elle y de´finit est de norme spectrale majore´e par ri. Le n-uplet
(g1, . . . , gn) de´finira ainsi un morphisme ψ : Y → X , qui ve´rifiera ne´cessairement
ψ ◦ ϕ = IdX et ϕ ◦ ψ = IdY , par un calcul formel dans k[[T]].
(3.4.4) E´crivons gi =
∑
bi,IT
I pour tout I. Fixons i et donnons-nous un entier
d > 0. Nous allons montrer que |bi,I |sI 6 ri pour tout multi-indice I tel que
|I| 6 d, ce qui permettra de conclure.
Par de´finition de la famille (g1, . . . , gn) on a
∑
|I|6d
bi,If
I = Ti + h,
ou` la se´rie h ne comporte que des monoˆmes dont le multi-degre´ est de taille
strictement supe´rieure a` d. Soit ρ le maximum des |bi,I |sI pour |I| 6 d. La
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norme spectrale de
∑
|I|6d
bi,If
I , vue comme fonction sur X , est alors majore´e par
ρ, et il en va donc de meˆme de celle de chacun des monoˆmes de la se´rie Ti + h.
On a dans A˜ l’e´galite´
∑
|I|6d
b˜i,Iρs−I f˜
I
s
= T˜i,ρ + h˜ρ.
Supposons que l’on ait ρ > ri ; on aurait alors T˜i,ρ = 0, et
∑
|I|6d
b˜i,Iρs−I f˜
I
s
= h˜ρ.
Comme h ne comprend que des monoˆmes dont le multi-degre´ est de taille stric-
tement supe´rieure a` d, l’e´le´ment h˜ρ de A˜ appartient a` m
d+1. On de´duit alors
de 3.2.4 et du fait que les fi forment une base de m/m
2 que b˜i,Iρs−I = 0 pour
tout I tel que |I| 6 d, ce qui contredit la de´finition de ρ comme maximum des
|bi,I |sI pour |I| 6 d. 
(3.5) The´ore`me. Soit X un espace k-analytique. Supposons qu’il existe une
extension finie, se´parable et mode´re´ment ramifie´e L de k telle que XL soit iso-
morphe a` un L-polydisque ouvert de polyrayon (r1, . . . , rn) ; l’espace X lui-meˆme
est alors isomorphe a` un k-polydisque ouvert dont le polyrayon (s1, . . . , sn) est
tel que
|L∗|rN1 rN2 . . . rNn = |L∗|sN1 sN2 . . . sNn.
De´monstration. Choisissons un n-uplet (l1, . . . , ln) d’e´le´ments de L
∗ tel que
(l˜1, . . . , l˜n) soit une base de L˜ sur k˜. SoitK une extension ultrame´trique comple`te
quelconque de k. Comme L est une extension mode´re´ment ramifie´e de k, la
famille (l˜1, . . . , l˜n) est d’apre`s le 2.21 encore une base de ˜(L ⊗k K) sur k˜. Si
(λ1, . . . , λn) ∈ Kn, le lemme 2.3 assure alors que ||
∑
λili︸ ︷︷ ︸
∈K⊗kL
||∞ = max |λi|.|li|.
Soit A (resp. B) l’alge`bre des fonctions analytiques sur X (resp. XL). Si V
est un domaine affino¨ıde de X d’alge`bre AV alors VL est un domaine affino¨ıde
de X d’alge`bre L⊗k AV ≃
⊕
AV .li ; il s’ensuit que la fle`che naturelle
L⊗k A =
⊕
A .li → B
est un isomorphisme.
Par la de´finition de la norme spectrale d’une fonction analytique, et d’apre`s
ce qui pre´ce`de, on a pour tout n-uplet (a1, . . . , an) d’e´le´ments de A l’e´galite´
||
∑
aili︸ ︷︷ ︸
∈B
||∞ = max ||ai||∞|li|.
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On en de´duit imme´diatement que le morphisme canonique L˜⊗k˜ A˜ → B˜ est
un isomorphisme.
Par hypothe`se,XL est isomorphe au L-polydisque ouvert de rayon (r1, . . . , rn).
Si m de´signe sa dimension, B˜ est un anneau gradue´ inte`gre local (et complet),
dont toute famille ge´ne´ratrice minimale de l’ide´al maximal homoge`ne m com-
prend m e´le´ments. Puisque B˜ ≃ L˜ ⊗k˜ A˜ , la fle`che A˜ → B˜ est injective et
entie`re ; la version gradue´e du going up assure alors que A˜ est local, d’ide´al
maximal n = m ∩ A˜ .
Comme L est mode´re´ment ramifie´e sur k, la k˜-alge`bre L˜ est e´tale (cf. 2.20).
L’anneau B˜/n e´tant de`s lors une A˜ /n-alge`bre finie e´tale et locale, c’est un corps,
ce qui montre que n engendre m. Il existe donc m e´le´ments borne´s f1, . . . , fm
dans A tels que (f˜1, . . . , f˜m) engendre m.
Pour tout i notons si le rayon spectral de fi ; soit Y le k-polydisque ouvert
de polyrayon (s1, . . . , sn) et soit ϕ le morphisme X → Y induit par les fi ; il
re´sulte de la proposition 3.4 que ϕL : XL → YL est un isomorphisme, et de 3.2.3
que |L∗|rN1 rN2 . . . rNn = |L∗|sN1 sN2 . . . sNn..
Il reste a` s’assurer que ϕ est un isomorphisme. On peut en fait montrer
en toute ge´ne´ralite´ que le fait d’eˆtre un isomorphisme descend par extension
quelconques des scalaires (cf. par exemple [3], th. 9.2) ; mais lorsque les espaces
en jeu sont sans bord, ce qui est le cas ici (il est clair que Y est sans bord,
et pour X cela re´sulte du fait que XL est sans bord et que le morphisme fini
XL → X est sans bord, et par ailleurs surjectif), la preuve se simplifie, et nous
allons la donner pour la commodite´ du lecteur.
Remarquons pour commencer que comme les fibres de ϕL sont des singletons,
celles de ϕ le sont aussi ; ceci entraˆıne notamment la bijectivite´ de l’application
continue sous-jacente a` ϕ. Les applications ϕL et YL → Y sont topologiquement
propres et en particulier ferme´es (la premie`re parce qu’elle est finie, la seconde
en tant que fle`che induite par une extension du corps de base). Il en re´sulte, en
vertu de la surjectivite´ de XL → X , que ϕ est ferme´e.
Soit x ∈ X et soit y son image sur Y . Comme x est isole´ dans la fibre
ϕ−1(y) = {x} et comme X est sans bord (ce qui entraˆıne que ϕ est sans bord),
le morphisme ϕ est fini en x. Il existe donc un voisinage affino¨ıde U de x et
un voisinage affino¨ıde V de y tel que ϕ induise un morphisme fini U → V ;
l’application ϕ e´tant ferme´e, et x e´tant le seul ante´ce´dent de y, il existe un
voisinage affino¨ıde V ′ de y dans V tel que U ′ := ϕ−1(V ′) soit contenu dans U ;
la fle`che U ′ → V ′ est alors finie.
Soient C et D les alge`bres affino¨ıdes respectivement associe´es a` U ′ et V ′.
La fle`che ϕL e´tant un isomorphisme, U
′
L → V ′L est un isomorphisme ; par
conse´quent, DL → CL est un isomorphisme, et comme C est une D-alge`bre
de Banach finie, on a CL = C ⊗D DL. Il re´sulte alors de ce qui pre´ce`de et de la
fide`le platitude de la D-alge`breDL que D → C est un isomorphisme ; autrement
dit, U ′ → V ′ est un isomorphisme.
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Le morphisme ϕ apparaˆıt ainsi comme un isomorphisme local sur sa source,
qui est par ailleurs ensemblistement bijectif ; en conse´quence, ϕ est un isomor-
phisme. 
(3.6) Corollaire. Soit X un espace k-analytique et soit n > 0. Supposons
qu’il existe une extension finie se´parable et non ramifie´e L de k tel que XL soit
isomorphe au polydisque unite´ ouvert de dimension n sur L. L’espace X est
alors lui-meˆme isomorphe au polydisque unite´ ouvert de dimension n.
De´monstration. Il s’agit simplement d’un cas particulier du the´ore`me 3.5 ci-
dessus : celui ou` |L∗| = |k|∗ et ou` les ri sont tous e´gaux a` 1. Les si appartiennent
alors a` |k∗|, et le k-polydisque de polyrayon (s1, . . . , sn) est donc isomorphe au
k-polydisque unite´, ce qui termine la de´monstration. 
(3.7) Commentaire. Le corollaire ci-dessus peut se prouver directement, par
une de´monstration analogue a` celle du the´ore`me 3.5, mais un peu plus simple,
dans la mesure ou` elle e´vite le recours a` l’alge`bre gradue´e : il suffit de reprendre
la section 3 depuis le de´but en remplac¸ant partout les re´ductions gradue´es par
les re´ductions classiques (autrement dit, par leurs parties homoge`nes de degre´
1) et en exigeant, dans la de´finition d’un syste`me de coordonne´es, que le but
soit un polydisque unite´.
Modulo ces modification, tous nos arguments se retranscrivent verbatim, a`
l’exception de ceux donne´s au 3.4.4 : si l’on veut e´viter, pour ce point pre´cis,
le recours aux re´ductions gradue´es, il faut remarquer que ρ ∈ |k∗| et diviser, si
ρ > 1, les deux termes de l’e´galite´
∑
|I|6d
bi,If
I = Ti + h par un scalaire de valeur
absolue e´gale a` ρ ; c’est la re´duction (classique) de l’e´galite´ obtenue qui conduit
alors a` une contradiction.
(3.8) Contre-exemples dans le cas sauvagement ramifie´. Nous allons
tout d’abord donner un contre-exemple ≪ge´ne´rique≫, que nous allons ensuite
de´cliner en deux cas particuliers. Supposons que k est de caracte´ristique mixte
(0, p) et que k˜• n’est pas parfait ; choisissons a ∈ k∗ tel que a˜ ne soit pas
une puissance p-ie`me dans k˜, et posons r = p
√
|a|. Soit L la k-alge`bre e´tale
k[X ]/Xp − a. Si F est un corps quotient de L alors a˜ est une puissance p-ie`me
dans F˜ , ce qui montre que [F˜ : k˜] > p, et donc que [F : k] > p. Il s’ensuit que
L est un corps de degre´ p sur k, et que L˜ s’identifie a` k˜[X/r]/(Xp − a˜).
Soit V l’ouvert de A1,ank de´fini par la condition |T p − a| < |a| ; nous allons
montrer que VL est isomorphe a` un L-disque ouvert, mais que V n’est pas lui-
meˆme isomorphe a` un k-disque ouvert.
L’espace VL est isomorphe a` un L-disque ouvert.Nous allons plus pre´cise´ment
ve´rifier que c’est un L-disque ouvert de A1,anL . Par construction, a posse`de
une racine p-ie`me ξ dans L ; notons que |ξ| = r. Soit F un corps complet
alge´briquement clos quelconque contenant L et soient ξ = ξ1, ξ2, . . . , ξp les ra-
cines p-ie`mes de a dans F . Si i est un entier compris entre 2 et p alors ξi = ξµ
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pour une certaine racine p-ie`me de l’unite´ µ ; comme |1 − µ| < 1, on a |ξi| = r
et |ξi − ξ| < r. Soit z un e´le´ment de F . On de´duit de ce qui pre´ce`de que les
e´quivalences suivantes :
• |z − ξ| < r ⇐⇒ (∀i |z − ξi| < r) ;
• |z − ξ| > r ⇐⇒ (∀i |z − ξi| > r).
Par conse´quent,
|z − ξ| < r ⇐⇒
∏
|z − ξi| < rp ⇐⇒ |zp − a| < |a|.
Ceci valant pour toute extension comple`te alge´briquement close de k, l’ouvert
VL de A
1,an
L peut eˆtre de´fini par l’ine´galite´ |T − ξ| < r, et est donc un L-disque
ouvert ; remarquons que comme r = |ξ| ∈ |L|∗, l’ouvert VL est meˆme isomorphe
au disque unite´ ouvert.
L’espace V n’est pas isomorphe a` un k-disque ouvert. En effet, soit x ∈ V
et soit τ l’e´le´ment T (x) de H (x). On a |τp − a| < |a| ; il s’ensuit que |τ | = r et
que τ˜p = a˜ ; par conse´quent, H˜ (x) 6= k˜, et H (x) n’est donc pas e´gal a` k. Ainsi,
V n’a pas de k-point, et n’est de`s lors pas isomorphe a` un k-disque ouvert.
(3.8.1) Premie`re de´clinaison de l’exemple ci-dessus. On suppose que le corps
re´siduel classique k˜1 n’est pas parfait, et l’on choisit a dans k
o tel que a˜ ne
soit pas une puissance p-ie`me dans k˜1. L’ouvert V de A
1,an
k de´fini par l’ine´galite´
|T p − a| < 1 devient isomorphe au disque unite´ ouvert sur k( p√a), mais n’a pas
de k-point, et n’est en particulier pas lui-meˆme isomorphe a` un k-disque ouvert.
(3.8.2) Seconde de´clinaison de l’exemple ci-dessus. L’ouvert V de A1,anQp de´fini
par l’ine´galite´ |T p − p| < |p| devient isomorphe au disque unite´ ouvert sur
Qp( p
√
p), mais n’a pas de Qp-point et n’est en particulier pas lui-meˆme isomorphe
a` un k-disque ouvert.
(3.9) Une question. Le the´ore`me principal de cet article appelle la question
naturelle suivante. A-t-on un re´sultat analogue dans le monde archime´dien ?
Autrement dit, toute forme re´elle d’un polydisque unite´ ouvert complexe est-elle
de´ja` un polydisque unite´ ouvert re´el ? Pour donner un sens pre´cis a` cet e´nonce´,
il n’est pas besoin de de´velopper une the´orie spe´cifique des espaces analytiques
re´els (esquisse´e par Berkovich au de´but de [1]) ; on peut le traduire, en termes
tout a` fait classiques, de la fac¸on suivante : soit n ∈ N et soit σ une involution
anti-holomorphe de
Dn := {(z1, . . . , zn) ∈ Cn, |zi| < 1 pour tout i}
existe-t-il un diffe´omorphisme holomorphe ϕ : Dn → Dn tel que ϕ−1 ◦ σ ◦ ϕ
co¨ıncide avec la conjugaison complexe ? On pourrait bien suˆr aussi poser la
meˆme question en remplac¸ant Dn par la boule unite´ ouverte euclidienne de
dimension n.
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Lorsque n = 1, on peut de´duire facilement de la description explicite des
automorphismes du disque que la re´ponse a` cette question est positive. L’au-
teur remercie Antoine Chambert-Loir, Charles Favre et Henri Guenancia d’avoir
(inde´pendamment, et presque simultane´ment) attire´ son attention sur ce fait ;
il ignore pour le moment ce qu’il en est en dimension quelconque.
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